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RésuméLes surfaes en mouvement sont un élément essentiel de notre environnementnaturel et tehnologique. Leur desription mathématique est pourtant loind'être triviale, surtout quand il s'agit de surfaes libres telles que les interfaesentre deux �uides ou entre deux phases thermodynamiques distintes. La dif-�ulté essentielle vient du fait que de telles surfaes développent souvent desformes extrêmement omplexes et façonnées par la dynamique, omme parexemple lors de l'élatement d'une goutte, ou lors de la formation de miro-strutures dans les matériaux. La méthode du hamp de phase, basée sur deséquations phénoménologiques du type Ginzburg-Landau, permet de simulernumériquement la dynamique de telles interfaes de manière ompate etélégante. Un domaine de hoix pour l'appliation de ette méthode (et undomaine où beauoup de ses avanées ont été développées) est la solidi�a-tion. En e�et, lors de la roissane ristalline se forment souvent des stru-tures d'une grande omplexité géométrique, omme les dendrites (��oonsde neige�). Pendant la dernière déennie, des améliorations substantielles dumodèle et des algorithmes numériques ont permis de simuler de façon quan-titative des dendrites et autres mirostrutures en deux et trois dimensions.Cei a rendu possible une omparaison direte ave des expérienes ainsique des tests préis de théories analytiques antérieures. Dans e mémoireseront présentés quelques avanées méthodologiques ainsi que quelques ré-sultats marquants sur les mirostrutures de solidi�ation que j'ai pu obtenirau ours de mes reherhes. Quelques appliations de la méthode du hampde phase à d'autres phénomènes physiques seront également disutées.
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Chapitre 1Introdution
1.1 Genèse des formes et solidi�ationLa formation spontanée de strutures omplexes par auto-organisationlors des proessus de roissane est un phénomène fasinant et important.D'une part, la ompréhension du monde qui nous entourne reste forémentinomplète sans une expliation pour l'émergene de la omplexité qui yest omniprésente. D'autre part, le phénomène d'auto-organisation o�re desperspetives pour le développement de nouvelles méthodes de fabriation,plus e�aes ou éonomiques que les méthodes traditionnelles.Parmi les nombreux phénomènes de roissane et auto-organisation, lasolidi�ation oupe une plae de hoix. En e�et, lors de la solidi�ation desubstanes pures ou d'alliages se forment des strutures d'une grande om-plexité géométrique, telles que les dendrites (strutures rami�ées similairesaux �oons de neige), ou des strutures omposites en lamelles, bandes ou�bres dans le as de la solidi�ation multiphasée. Cei pose un problème fon-damental : omprendre les méanismes qui mènent à l'émergene spontanéede es formes, et prédire le type de strutures ainsi que leurs tailles ara-téristiques pour un alliage et des onditions de solidi�ation données. Unavantage de la solidi�ation est que les équations de base sont bien onnues ;la omplexité réside en leur résolution. De e fait, la solidi�ation d'alliagessimples est souvent onsidérée omme un système modèle pour l'étude fon-damentale de phénomènes non-linéaires, au même titre que, par exemple, laonvetion de Rayleigh-Bénard. Les onepts généraux utilisés sont eux de laphysique non-linéaire : théorie des bifurations, analyses de stabilité, ompé-tition entre attrateurs morphologiques, séletion d'états stationnaires horsd'équilibre. Mais mis à part leur intérêt fondamental, es études ont aussides appliations importantes en métallurgie. En e�et, les propriétés méa-2



niques (élastiité, résistane à la rupture) des matériaux dépendent onsidé-rablement de leur mirostruture. Une bonne ompréhension du proessus desolidi�ation peut ainsi ontribuer à une optimisation du développement denouveaux matériaux.1.2 La méthode du hamp de phaseL'outil prinipal pour mener à bien mes reherhes est une méthode ma-thématique et numérique appelée �méthode du hamp de phase�. Elle résoutun problème tehnique épineux, à savoir le suivi des interfaes. En e�et, lesproblèmes de roissane peuvent en général être formulés sous la forme d'unproblème à frontière libre : les interfaes sont assimilées à des surfaes ma-thématiques sans épaisseur, dont le mouvement est ouplé à des équationsde transport dans le volume. La méthode de hamp de phase reformule esproblèmes en introduisant un hamp ontinu supplémentaire (le hamp dephase) qui dérit impliitement les interfaes, et qu'on peut voir omme unefontion indiatrie (qui vaut 1 à l'intérieur d'un domaine et zéro à l'exté-rieur) lissée. La propagation des surfaes et les onditions aux bords pourles équations de transport à la surfae en mouvement sont traduits en uneéquation de mouvement pour le hamp de phase qui est ouplé aux hampsexternes. Souvent � mais pas toujours � ette équation peut être déduited'une fontionnelle d'énergie libre du type Ginzburg-Landau. C'est la for-mulation de es équations ouplées qui est l'étape la plus di�ile dans ledéveloppement de nouveaux modèles de hamp de phase ; une fois e pasaompli, ette méthode est robuste et faile à implémenter, y ompris entrois dimensions. Depuis quelques années, elle a atteint un stade de maturitéqui permet de modéliser quantitativement un ertain nombre de problèmesjusqu'alors réputés insolubles. De e fait, le nombre de groupes travaillantsur ette méthode dans le monde est en ontinuelle augmentation, et elleest en train de devenir une méthode standard pour la simulation de l'évolu-tion de strutures à l'éhelle mésosopique, omme l'atteste le grand nombred'artiles de revue réents sur le sujet [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7℄.1.3 Méthodologie et onnexion d'éhellesComme de nombreux problèmes en siene des matériaux, la solidi�ationest un problème multi-éhelles. En e�et, les mirostrutures de solidi�ationsont engendrées par un jeu subtil entre les phénomènes de transport et laréponse de l'interfae solide-liquide. La roissane du solide est limitée par3



l'évauation de la haleur latente de ristallisation et/ou par l'apport de sub-stanes himiques, e qui engendre immédiatement des instabilités du typeLaplaien, appelées ainsi pare que dans un très grand nombre de as l'équa-tion de transport sous-jaente est l'équation de Laplae. De e fait, les formessimples de roissane sont généralement instables, et en l'absene d'e�et sta-bilisateur on observerait des strutures in�niment rami�ées omme dans lemodèle de l'agrégation limitée par la di�usion (en anglais, di�usion-limitedaggregation, DLA) [8℄. Les e�ets qui saturent l'instabilité Laplaienne en soli-di�ation sont d'origine interfaiale : l'e�et apillaire engendré par la tensionde surfae de l'interfae solide-liquide ainsi qu'une dissipation d'interfae liéeau temps �ni néessaire pour onstruire la struture ristalline à partir duliquide désordonné. En outre, es e�ets sont anisotropes (leur importane dé-pend de l'orientation de l'interfae par rapport à la struture ristalline), etil se trouve que ette anisotropie est un paramètre absolument ruial : 'estelle qui séletionne, par exemple, les diretions de roissane des bras d'unedendrite.La solidi�ation implique don toute une hiérarhie d'éhelles : l'éhelleatomique (pour la struture du ristal), l'épaisseur des interfaes (quelquesdistanes interatomiques), la taille des mirostrutures (le plus souvent entre1 et 100 mirons), et l'éhelle typique des hamps de transport (qui peut at-teindre le millimètre, voire plus). Il est évident qu'il est impossible de traitertoutes es éhelles par une seule méthode numérique. Il faut alors développerdes stratégies de passage d'éhelle : les informations obtenues à une éhelledoivent être orretement propagées vers les éhelles supérieures. Ce pro-essus doit être aussi préis que possible pour que l'information réoltée àl'éhelle marosopique soit �able. C'est l'enjeu général d'une disipline quise développe rapidement, la siene des matériaux numérique (omputatio-nal materials siene en anglais) : le but est de mettre en plae toute unestratégie qui permettra un jour de développer des matériaux entièrement insilio de manière �able. Une partie onsidérable de ma reherhe à été dédiéeau développement de modèles et algorithmes e�aes pour des problèmesmulti-éhelles. Quelques-un de es travaux seront présentés dans le hapitre2, et quelques-unes des appliations de es méthodes à la solidi�ation serontdisutées dans le hapitre 3.1.4 Autres problèmes à frontière libreBeauoup de onnaissanes sur les méthodes de hamp de phase ont étédéveloppées et aumulées dans les études de la solidi�ation. Cependant,le hamp d'appliation de ette méthode est beauoup plus large. En fait,4



omme déjà mentionné i-dessus, 'est une méthode générale pour traiterdes problèmes à frontière libre. Par e nom, les mathématiiens désignenttout problème dans lequel le mouvement d'une interfae est déterminé par lasolution d'une équation aux dérivées partielles (en termes de physiien, uneéquation de transport), ave des onditions aux bords données à la frontièreen mouvement. La géométrie de la frontière n'est pas onnue à l'avane, maisdoit être déterminée omme une partie de la solution globale. De e fait,le nombre de tels problèmes qu'on peut résoudre analytiquement est trèslimité. Même une résolution numérique est problématique. Le problème leplus di�ile est le suivi des interfaes. En e�et, toute représentation expliitedes interfaes (par des éléments de frontière, des points de marquage et.) estfastidieuse à gérer pour des frontière de géométrie omplexe, surtout en troisdimensions. Le hamp de phase dérit la géométrie des interfaes de manièreimpliite (elles sont données par une ertaine surfae de niveau du hampde phase), et l'équation de mouvement pour le hamp de phase se résoutfailement ave des tehniques numériques standard sur une grille régulière.Il n'est don pas étonnant de voir que l'appliation de ette méthodeà de nouvelles phénomènes physiques progresse rapidement. Depuis long-temps, elle est utilisée pour des simulations en hydrodynamique [9℄ et pourles transitions de phase à l'état solide [2℄. Plus réemment, des appliationsà la propagation de la frature, à la desription de membranes biologiques, àla dynamique des marhes ristallines sur des surfaes viinales, et à l'éle-trodéposition se sont développées � et ette liste est sûrement inomplète.J'ai moi-même partiipé au développement de nouveaux modèles de hampde phase, et quelques-uns de es travaux seront brièvement exposés dans lehapitre 4.1.5 État d'espritIl me semble utile à e point de faire deux remarques d'ordre généralonernant mon travail qui failiteront la leture de la suite de e mémoire.Premièrement, les résultats que j'ai pu obtenir se situent sur deux plans.D'une part, il y a des progrès méthodologiques sur la formulation de modèlesde hamp de phase ou des algorithmes de simulation plus e�aes. D'autrepart, il y a des résultats sur des problèmes physiques, souvent bien onnusmais jusqu'alors intraitables, que nous avons pu obtenir grâe à es améliora-tions. Ces deux volets ne sont de toute évidene pas indépendants : le travailinvesti dans l'amélioration des modèles est toujours motivé par un problèmephysique onret à traiter ; en revanhe, le modèle développé peut souventavoir un hamp d'appliation plus large que le problème initial.5



La deuxième remarque onerne le rapport entre simulations, théorie, etexpérienes. Si l'augmentation exponentielle de la puissane de alul numé-rique permet de simuler des modèles de plus en plus détaillés et �réalistes�,sans une analyse théorique des résultats l'avanée des onnaissanes sera limi-tée. Dans e sens, il faut toujours onfronter les résultats des simulations auxthéories disponibles, voire en développer des nouvelles, et les omparer auxexpérienes. Dans la plupart des projets exposés, j'ai eu des ontats, voiredes ollaborations étroites ave des expérimentateurs, e qui a donné lieuà de nombreuses publiations �onjointes� expériene-théorie. Ces éhangessont en fait indispensables dans le traitement des �systèmes omplexes�.1.6 PlanDans la suite de e mémoire, j'exposerai brièvement un ertain nombredes travaux e�etués ave de nombreux ollaborateurs et ollègues. Le butn'est pas de présenter à nouveau des détails que le leteur intéressé pourratrouver dans les artiles déjà publiés (et, bien sûr, ités dans le texte), maisplut�t d'indiquer les grandes lignes qui lient les divers artiles et de faireapparaitre les résultats les plus marquants ou les motivations les plus perti-nentes pour un travail. Je ne vise pas non plus une revue exhaustive de mestravaux, et ertains artiles que je trouve pourtant très intéressants ne serontpas du tout mentionnés. L'exposé sera divisé en plusieurs hapitres. Dans lehapitre 2, je présenterai quelques aspets méthodologiques de mes travaux,notamment onernant la modélisation multi-éhelles. Le hapitre 3 résumequelques résultats sur les morphologies de solidi�ation qui ont été obtenusà l'aide des méthodes dérites dans la hapitre 2. Le hapitre 4 dérit l'appli-ation de la méthode du hamp de phase à plusieurs nouveaux phénomènesphysiques, et le hapitre 5 présente quelques-uns de mes projets sienti�quespour les années à venir.
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Chapitre 2Développements méthodologiques
2.1 Modèles de hamp de phase quantitatifspour des alliagesLe point entral de es travaux est le développement de modèles de hampde phase pour lesquels l'épaisseur des interfaes est un paramètre qui peutêtre librement hoisi. Dans le modèle lassique à interfae abrupte, les e�etsliés à l'épaisseur �nie des interfaes sont résumés dans quelques oe�ientsmarosopiques : la tension de surfae et un oe�ient inétique. Les inter-faes �physiques� sont remplaées par des surfaes mathématiques sans épais-seur, et la réponse de l'interfae est spéi�ée par des onditions aux bordspour les hamps de transport. Cei élimine l'éhelle des interfaes, mais leproblème à frontière libre résultant est très di�ile à résoudre numériquementà ause de la néessité de suivre expliitement les interfaes.On peut ontourner e problème par une représentation impliite des in-terfaes : on introduit un hamp supplémentaire, le hamp de phase φ (appeléainsi pare qu'il indique pour haque point de l'espae quelle phase thermody-namique est présente), et on identi�e les interfaes �mathématiques� ave uneertaine surfae de niveau de e hamp. En solidi�ation, le hamp de phasepeut être naturellement interprété omme un paramètre d'ordre struturel(le solide, ontrairement au liquide, a une struture périodique ordonnée),et son évolution temporelle peut être déduite d'une fontionnelle d'énergielibre,

F =
∫

V

[

1

2
K (∇φ)2 +Hfdw(φ) +Xg(φ, T, c, . . .)

]

dV (2.1)par une équation de relaxation,
∂tφ = −Mφ

δF
δφ
. (2.2)7



Dans l'énergie libre, le premier terme est un terme de gradient, le deuxièmeest un �potentiel�, ave fdw une fontion sans dimensions qui a la forme d'undouble puits (double well en anglais, par exemple, fdw = φ2(1 − φ)2 qui ades minima pour φ = 0, 1), et le troisième (où g est à nouveau une fontionsans dimensions) dérit le ouplage entre le paramètre d'ordre et les variablesthermodynamiques loales (température T , onentration c d'un mélange, ouautres) ; K, H , et X sont des onstantes.En prinipe, es onstantes peuvent toutes être déduites des potentielsinteratomiques par des théories approximatives de type hamp moyen, oualulées par des méthodes numériques mirosopiques (fontionnelle de ladensité lassique ou quantique, dynamique moléulaire). Mais ei n'est pasforément très utile pour l'utilisation du modèle de hamp de phase ommeoutil de simulation. Pour s'en onvainre, onsidérons une interfae liquide-solide à l'équilibre. Dans e as, le troisième terme dans la fontionnelled'énergie libre (la fore thermodynamique) est nul, et le pro�l d'interfaerésulte de l'équilibre entre les deux premiers termes : loin des interfaes, lehamp de phase prend une des deux valeurs orrespondant aux minima dupotentiel à double puits ; il varie rapidement de façon ontinue dans une ré-gion d'épaisseur aratéristiqueW . Par analyse dimensionnelle, on trouve que
W ∼

√

K/H, tandis que la tension de surfae se omporte omme γ ∼
√
KH .Si on utilise les oe�ients K et H obtenus de théories mirosopiques, ontrouve naturellement la bonne physique : l'épaisseur des interfaes di�uses estelle des interfaes �réelles�, à savoir quelques Angstroms. Cei rend le trai-tement numérique de problèmes impliquant des éhelles spatiales de l'ordredu miron (taille des mirostrutures) impossible, puisque la disrétisationspatiale néessaire des algorithmes d'intégration est �xée par l'épaisseur desinterfaes.Un moyen pour rendre des simulations faisables est don d'utiliser desinterfaes di�uses dont l'épaisseur est beauoup plus grande que elle des in-terfaes physiques. Cependant, pour reproduire quantitativement la �bonne�physique il faut que les interfaes gardent les mêmes propriétés maroso-piques. Pour la tension de surfae, ei ne pose pas de problème : il estsu�sant de se servir de l'analyse dimensionnelle donnée i-dessus et de fairevarier simultanément les oe�ients K et H de sorte que le produitKH resteonstant. Mais pour la inétique d'interfae, le problème est onsidérablementplus ompliqué et néessite une analyse analytique détaillée du modèle parla tehnique des développpements asymptotiques raordés (mathed asymp-toti analysis en anglais). En 1996, Karma et Rappel ont fait e alul pourle modèle symétrique de la solidi�ation (un modèle où tous les oe�ientsde transport sont les mêmes dans les deux phases) et ont déterminé om-8



ment il faut hoisir la mobilité Mφ dans l'équation du hamp de phase enfontion de K et H pour reproduire une inétique voulue [10℄. En utilisantette méthode, on peut faire des simulations ave une épaisseur d'interfaelargement supérieure à elle des interfaes �physiques� ; la seule ontrainteest que elle-i doit rester sensiblement inférieure à l'éhelle des mirostru-tures (rayon de ourbure à la pointe d'une dendrite, par exemple) pour quele alul asymptotique reste valable. Ils ont montré qu'on peut de ette façonaélérer les simulations de plusieurs ordres de grandeur, tout en gardant desrésultats quantitativement orrets [11℄.Nous avons travaillé pendant de nombreuses années sur la généralisationde ette méthode pour des alliages. Le modèle symétrique est une bonne ap-proximation pour la solidi�ation de substane pures, mais pour des alliagesoù le méanisme limitant la roissane est la di�usion d'espèes himiques,le modèle unilatéral (pas de di�usion dans le solide) est mieux adapté. Il setrouve que le développement d'un modèle de hamp de phase quantitatif poure as est une tâhe di�ile. En e�et, à ause de l'asymétrie des oe�ientsde di�usion entre les deux phases, plusieurs nouveaux e�ets physiques appa-raissent : le piégeage de soluté (solute trapping) qui génère une disontinuitéde potentiel himique à travers une interfae en mouvement, et une di�usi-vité e�etive de surfae. Ces e�ets sont de vrais e�ets physiques, et ils sonttous proportionnels à l'épaisseur de l'interfae. En onséquene, une augmen-tation drastique de l'épaisseur d'interfae exagère leur importane et faussele résultat des simulations. Nous avons trouvé qu'il est impossible d'éliminersimultanément tous es e�ets en exploitant uniquement les libertés du forma-lisme habituel du hamp de phase. La seule solution trouvée à e jour est derajouter à l'équation de di�usion pour le soluté un terme supplémentaire, leourant anti-trapping, qui orrige l'e�et du piégeage de soluté et restaure laontinuité du potentiel himique. Ce terme ne peut pas être obtenu à partird'une formulation variationnelle, mais il est très e�ae : nous avons mon-tré par des simulations détaillées qu'on peut obtenir la même préision et lemême gain de performane que pour le modèle symétrique [12℄.Comme illustration, la Fig. 2.1 montre des résultats obtenus sur une el-lule de solidi�ation dans un alliage binaire en solidi�ation diretionnelle.Deux données importantes pour la aratérisation d'une telle ellule sontla température à la pointe (ou, de manière équivalente, la surfusion Ω parrapport à la température d'une interfae plane à l'équilibre) et le rayon ρde la pointe. Les aluls ont été faits pour l'alliage transparent utilisé dansles expérienes de Georgelin et Poheau [13, 14, 15℄, et pour un espaemententre ellules de Λ = 22.5 µm. On voit que les résultats dépendent peu del'épaisseur de l'interfae jusqu'à un rapport W/d0 de l'ordre de 50. Puisquela longueur apillaire pour e système est d0 =13 nm, ei orrepond à une9
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Figure 2.1 � Rayon ρ de la pointe d'une ellule de solidi�ation, divisé parla longueur apillaire d0 (une onstante qui dépend seulement du matériauutilisé), et surfusion adimensionnelle Ω à la pointe en fontion de l'épaisseurd'interfae W (solidi�ation diretionnelle d'un alliage binaire transparent,vitesse de tirage Vp =32µm/s, gradient de température G =140 K/m ; voir[12℄ pour plus de détails).épasseur d'interfae de W =0.65 µm, plus de deux ordres de grandeur su-périeure à l'épaisseur �naturelle� des interfaes solide-liquide (de l'ordre dunanomètre). Pour appréier le gain en temps de alul, notons que le pasde disrétisation ∆x est proportionnel à l'épaisseur d'interfae puisqu'il fautbien résoudre les fronts dans le hamp de phase, et que dans des algorithmesexpliites simples le pas de temps ∆t maximal qui peut être utilisé tout enévitant des instabilités numériques est proportionnel à ∆x2. Pour simuler unsystème de taille L, il faut un nombre L/∆x de points de grille, et pour simu-ler un temps �xé t, il faut un nombre t/∆t de pas de temps. En onséquene,le nombre total d'opérations numériques est proportionnel à W−(d+2), où dest la dimension de l'espae. On voit don qu'une augmentation de l'épaisseurd'interfae par un fateur 100 apporte un gain de 108 en deux dimensions, etde 1010 en trois dimensions, sans omplexité supplémentaire de l'algorithmede simulation !Ave Roger Folh, nous avons ensuite généralisé es résultats et développéun modèle quantitatif pour la solidi�ation d'alliages eutetiques et périte-tiques [16, 17℄. La nouveauté est que es alliages peuvent former deux phasessolides distintes, de telle sorte qu'au total trois phases entrent en jeu, avela possibilité de former des points triples. Cette situation néessite l'intro-dution d'au moins deux hamps de phases, et les fontions f et g présentesdans la fontionnelle d'énergie libre doivent dépendre de tous les hamps. Parexemple, au lieu d'un double puits il faut un �paysage d'énergie� qui présentetrois minima (orrespondant aux trois phases distintes).10
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Figure 2.2 � À gauhe : potentiel à trois puits utilisé dans notre modèle, vi-sualisé omme une surfae au-dessus du triangle de Gibbs (dont les frontièressont dessinées en noir). À droite, triangle de Gibbs ave une visualisation des�trajetoires� qui orrespondent aux interfaes possibles dans e type de mo-dèles : une trajetoire qui suit le bord du triangle (notre modèle) et unetrajetoire générique.En faisant un hoix astuieux pour es fontions, nous avons réussi àonstruire un modèle qui, pour haune des interfaes solide-liquide, se réduitexatement au modèle quantitatif unilatéral. Pour omprendre l'idée essen-tielle, il est utile de donner un peu plus de préisions sur le modèle. Il estbasée sur l'idée des modèles multi-hamp de phase introduite par Steinbahet al. [18, 19℄, qui assigne un hamp de phase pi à haque phase présente dansle système (dans notre as, le liquide et les deux phases solides). Ces hampsde phase sont interprétés omme des frations volumiques loales, de sortequ'on ait p1+p2+p3 = 1 à haque instant et pour tous les points de l'espae.Cei implique que seuls deux de es trois hamps sont indépendants. Il esthabituel de représenter des variables ave une telle ontrainte dans le trianglede Gibbs, un triangle équilatéral dans lequel les sommets orrespondent auxphases pures (par exemple, p1 = 1, p2 = p3 = 0). Pour un point donné àl'intérieur du triangle, les valeurs des trois hamps sont données par la dis-tane du point des trois faes. Le potentiel à trois puits utilisé dans notremodèle est montré omme une surfae au-dessus du triangle de Gibbs dans laFig. 2.2. Le point lé est que, tandis que pour un potentiel en double puits, laforme détaillée du puits importe peu, dans un paysage à trois puits il y a deuxtypes d'interfaes qualitativement di�érentes, omme illustré également dansla Fig. 2.2. Dans ette �gure, une interfae est représentée par une trajetoiredans le triangle de Gibbs, qui est obtenue en traçant le point représentatifloal dans le triangle de Gibbs pour tous les points de l'interfae. Toutes les11



interfaes possibles entre les phases 1 et 2 doivent don relier les sommets dutriangle de Gibbs orrespondant à es deux phases. Cependant, il y a deux astrès di�érents. Si la trajetoire suit exatement le bord du triangle de Gibbs,on a p3 = 0 pour tout point de l'interfae. En prenant en ompte la ontrainte
p1 + p2 + p3 = 1, on voit qu'en réalité il n'y a qu'un hamp indépendant.Au ontraire, si la trajetoire dévie de e hemin droit, la troisième phaseest présente au entre de l'interfae ('est, en quelque sorte, une �adsorp-tion� de la troisième phase) et l'interfae est aratérisée par deux variables(deux hamps) indépendants. Le deuxième as est beauoup plus probablepour un hoix arbitraire du potentiel à trois puits ; dans le modèle originalde Steinbah et al. [18℄, les interfaes sont de e type. Notre idée était qu'enfaisant un hoix spéi�que pour le paysage d'énergie libre, on peut engendrerdes interfaes �à une variable�. De plus, hors d'équilibre, e paysage d'énergiedoit être déformé en fontion des fores thermodynamiques pour engendrerle mouvement des interfaes, mais de telle façon que ette propriété des in-terfaes soit maintenue. Nous avons montré qu'il y a une analogie parfaiteentre les interfaes (en dehors des points triples) de notre modèle et elles dumodèle de hamp de phase simple, de sorte que toute l'analyse asymptotiquepeut être transférée sans modi�ations. Notons qu'un alul asymptotiqueserait parfaitement possible même ave deux hamps indépendants, mais ilserait beauoup plus ompliqué, pare qu'en général même le pro�l d'équi-libre de l'interfae ne peut plus être obtenu analytiquement. Auun alul dee type n'a été mené à bien à e jour, de sorte que notre modèle reste le seulpour lequel une analyse asymptotique rigoureuse est disponible.En onséquene, en ontraste ave les nombreux modèles de hamp dephase pour la solidi�ation eutetique proposés dans le passé [21, 22, 23℄, len�tre peut reproduire quantitativement les résultats pour des états station-naires bidimensionnels obtenus par une méthode d'intégrale de frontière [20℄(réputée exate pour des états de roissane stationnaires à basse vitesse),omme montré dans la Fig. 2.3. En outre, nous avons analysé en détail lemouvement des trijontions. Nous avons trouvé que leur omportement dé-vie des hypothèses faites habituellement dans les modèles à interfae abrupte,et que es déviations persistent même dans la limite des interfaes mines.C'est peut-être la première fois qu'un modèle de hamp de phase a révélé unnouvel e�et physique qui n'est pas ontenu dans un modèle marosopique.Cependant, une ompréhension détaillée de e omportement reste à établir.
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Figure 2.3 � Test de onvergene numérique pour le modèle de hamp dephase eutetique : simulation d'une paire de lamelles des deux phases solidesqui roît en solidi�ation diretionnelle dans un gradient de température. Laoordonnée z (normalisée par la longueur thermique lT ) est diretment liée àla température ; la oordonnée x est normalisée par l'espaement lamellaire
λ. On montre quatre simulations d'un alliage modèle qui a un diagramme dephase omplétement symétrique, pour une omposition du liquide égale à laomposition eutetique, de sorte que les deux lamelles soient exatement sy-métriques. Elles sont e�etuées pour les mêmes paramètres physiques (donnésen [17℄) mais ave quatre valeurs di�érentes pour l'épaisseur d'interfae W .Trait plein mine : λ/W = 32, points : λ/W = 64, tirets : λ/W = 96, points-tirets : λ/W = 128 ; Trait plein épais : simulation ave le ode d'intégrale defrontière de la Réf. [20℄.
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2.2 Algorithme hybride hamp de phase-MonteCarloLes développements du modèle de hamp de phase dérits i-dessus ontpermis de s'a�ranhir des ontraintes numériques imposées par la présened'une petite éhelle (l'épaisseur des interfaes). Il reste que, pour simulerla roissane d'une dendrite, il faut traiter à la fois l'éhelle de la dendriteet elle des hamps de transport. La voie �lassique� est l'utilisation d'algo-rithmes à maillage adaptatif, assez lourds au plan tehnique [24℄. Nous avonsdéveloppé une méthode alternative pour le as où le transport est purementdi�usif. Elle utilise le hamp de phase lassique pour simuler la roissane duristal, mais résout l'équation de di�usion par un éhantillonnage stohas-tique du propagateur di�usif à l'aide d'un ensemble de marheurs aléatoires[25, 26℄. Ces marheurs font des sauts de longueur variable et proportionnelleà la distane entre le marheur et la surfae du ristal. Les deux représen-tations sont onnetées par une �surfae d'éhange� tel que le �ux total dehaleur (ou de masse dans le as de la solidi�ation isotherme d'un alliage)est exatement onservé. Un exemple illustratif pour une simulation de rois-sane dendritique en deux dimensions est donné dans la Fig. 2.4.La distane entre ette surfae d'éhange et l'interfae solide-liquide estun paramètre libre dans l'algorithme qui permet de �lisser� les �utuationsde température (ou onentration) engendrées par l'algorithme de MonteCarlo. Assez remarquablement, même pour une distane modérée entre lesdeux surfaes, le bruit numérique peut être atténué à une valeur inférieureà elles atteintes par des algorithmes d'éléments �nis à maillage adaptatifs.Des tests détaillés ont montrés que ette méthode est très préise, tout enayant des performanes omparables à des algorithmes à maillage adaptatif.L'avantage prinipal est qu'elle est beauoup plus faile à implémenter, enpartiulier en trois dimensions. En e�et, le ode soure omplet pour simulerla roissane d'une dendrite en trois dimensions omporte de l'ordre de 1000lignes en FORTRAN (et a été mis en plae en trois mois, en partant dezéro), à omparer à ∼100000 lignes et des années de développement pour unpakage d'éléments �nis ave maillage adaptatif.Cet algorithme novateur et le ode que j'ai développé ont permis de déga-ger des résultats nouveaux majeurs sur la roissane dendritique (voir setion3.2 i-dessous) et ont servi omme outil de travail à plusieurs postdos su-essifs dans le groupe d'Alain Karma (Youghyih Lee, Jean Bragard, TomorrHaxhimali).
14



Figure 2.4 � Quatres images suessives de la solidi�ation libre d'une den-drite en deux dimensions, simulé ave notre algorithme hybride hamp dephase-Monte Carlo. Pour des raisons de symétrie, seulement le premier qua-drant est simulé ; le ristal, représenté en blan, roit à partir de l'originedans un liquide de température uniforme et inférieure au point de fusion. Lehamp de température est representé en ouleurs. A l'intérieur du ontournoir, on utilise le modèle de hamp de phase lassique, à l'extérieur l'équa-tion de di�usion est résolue en suivant un �nuage� de marheurs aléatoires.La température loale est donnée par la densité de marheurs. On voit quele hamp de di�usion est beauoup plus grand que le ristal. Sur les derniersimages, il dépasse la boite de visualisation, mais la �vraie� taille du systèmeest in�nie.
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2.3 Prémouillage de joints de grain ave la mé-thode des �ristaux de hamp de phase�La méthode des �ristaux de hamp de phase� (phase-�eld rystal en an-glais), introduite il y a quelques années par Ken Elder et al. [27, 28, 29℄,est une �variante� de la méthode du hamp de phase qui permet de trai-ter des phénomènes à l'éhelle mirosopique. Elle est aussi basée sur unefontionnelle d'énergie libre qui maintenant prend la forme
F =
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ψ4, (2.3)où K, ǫ et g sont des onstantes. La di�érene fondamentale par rapport à laméthode du hamp de phase habituelle est le terme de gradient : tandis lesétats fondamentaux du modèle de hamp de phase sont homogènes (le hampde phase prend une des deux valeurs orrespondant aux minima du poten-tiel à double puits), ette nouvelle fontionnelle est minimisée par des étatspériodiques de longueur d'onde 2π/q0. En fait, ette fontionnelle peut êtrevue omme une version simpli�ée d'une fontionnelle de densité lassique,où ψ joue le r�le d'une densité [29℄ ; dans un état périodique, les maxima de

ψ orrespondent alors à la position d'équilibre d'atomes dans une strutureristalline, d'où le nom �ristaux de hamp de phase�. Ce modèle peut dérirenaturellement la oexistene solide-liquide, mais aussi les polyristaux avedes joints de grains, des disloations, et des e�ets élastiques (puisqu'un éartde la périodiité �naturelle� oûte de l'énergie) [27, 28℄.Nous avons utilisé e modèle pour étudier en détail le prémouillage dejoints de grain, 'est-à-dire l'existene d'une �ne ouhe de liquide aux jointsde grain pour des températures inférieures au point de fusion [30℄. Depuislongtemps, e phénomène, di�ile à observer expérimentalement à ause deséhelles nanométriques en jeu (ependant, des expérienes ave des ristauxolloïdaux ont lairement mis en évidene e phénomène [31℄), a été ob-servé dans des simulations de dynamique moléulaire [32℄, et aratérisépar des théories marosopiques [33℄, mais un �pont� entre les deux des-riptions n'avait jamais été établi. Marosopiquement, on peut dérire ephénomène par un potentiel d'interation (disjoining potential en anglais)entre deux grains ristallins : si deux interfaes solide-liquide sont séparéespar une ouhe de liquide d'épaisseur marosopique, elles ne se �voient� pas.Mais si elles se rapprohent à une distane omparable aux interations in-teratomiques, il y a une interation e�etive entre les interfaes qui peut êtrerépulsive ou attrative. Dans le premier as, l'existene d'un �lm de liquideest possible même en-dessous du point de fusion, puisque l'interation ré-pulsive entre les interfaes empêhe la transformation du liquide en solide.16



Plus préisément, l'exès total (par unité de surfae) d'énergie libre dû à laprésene d'une ouhe mine de liquide d'épaisseur w entre deux grains desolide est érit omme
Fexc = 2γsl + w∆f(T ) + V (w), (2.4)où ∆f est la di�érene entre les densités d'énergie libre du solide et du li-quide à la température T , γsl l'énergie libre interfaiale d'une interfae solide-liquide, et le potentiel V (w) est donné par
V (w) = (γgb − 2γsl) exp(−w/δ), (2.5)où γgb est l'énergie libre du joint de grain �se� (sans �lm liquide), et δ est unelongueur aratéristique de l'ordre de la distane interatomique. Cette expres-sion est valable en l'absene d'interations à longue portée (életrostatiquesou van der Waals, par exemple). On voit que si ∆γ = γgb−2γsl > 0, un jointde grain a un oût énergétique plus grand que deux interfaes solide-liquide,e qui engendre une fore répulsive entre les deux interfaes qui maintient un�lm de liquide même en-dessous de la température de fusion. Au ontraire,si ∆γ < 0, un joint de grain �se� est favorisé, et il y a une attration entreles deux interfaes : le joint de grain sera don �se� en-dessous du point defusion.Nous avons e�etué des simulations détaillées des états d'équilibre dejoints de grain autour du point de fusion pour des ristaux hexagonaux endeux dimensions. Des exmples pour un joint de grain répulsif sont mon-trés sur la Fig. 2.5. Comme détaillé dans [30℄, l'épaisseur du �lm peut êtreextraite par une onstrution de Gibbs. Le résultat de ette opération estmontré sur la Fig. 2.6 pour des joints de grain de diverses désorientations.Pour les grandes désorientation, le joint de grain est lairement répulsif, etl'épaisseur du �lm montre une divergene logarithmique quand le point defusion est approhé, en aord ave les équations (2.4) et (2.5). Pour desdésorientations plus basses, un phénomène intéressant est observé : pour debasses températures, on trouve un �lm de liquide, e qui indique une inter-ation répulsive. Cependant, l'épaisseur du �lm ne diverge pas à l'approhedu point de fusion (par ailleurs, les sauts observés sur ertaines ourbes dansla Fig. 2.6 orrespondent à des transitions struturales du joint de grain) ; onpeut même obtenir des états du joint de grain stables au-dessus du point defusion, e qui selon la théorie marosopique serait seulement possible pourune interation attrative. En d'autres mots, on a un disjoining potential quiest répulsif à ourte distane, mais devient attratif à longue distane, e quiest lairement impossible pour des potentiels donnés par l'expression simplede l'équation (2.5). 17



Figure 2.5 � Etats d'équilibre d'un joint de grain de mésorientation θ =
32.2◦ pour di�érentes températures. La température monte depuis l'imageen bas à droite jusqu'à l'image en haut à gauhe, mais reste inférieure à latempérature de fusion. La densité loale est représenté sur une éhelle deouleurs. On voit qu'à l'approhe du point de fusion, le joint de grain devientde plus en plus désordonné. Les oordonnées sont en unités de 2π/q0, où
q0 est dé�ni dans l'équation 2.3. Seule la partie de la boîte de simulationontenant le joint de grain est montrée.
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Figure 2.6 � Epaisseur w du �lm de �liquide� (normalisé par la distaneinteratomique a du �ristal� hexagonal) pour des joints de grain de di�é-rentes désorientations, en fontion de la variable u, qui est l'équivalent d'unetempérature adimensionnée, ave u = 0 au point de fusion.
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Puisque le modèle des ristaux de hamp de phase est diretement formuléen termes d'une fontionnelle d'énergie, il est relativement aisé d'extraire lepotentiel d'interation et d'expliquer et e�et. La lé pour l'expliation estque l'énergie d'un joint de grain �se�, supposée être onstante dans l'équation(2.5), dépend en réalité de la température, de sorte que ∆γ hange de signeentre basses et hautes températures. Nous n'avons pas trouvé une expressionanalytique simple pour le disjoining potential, mais il est possible de l'extrairenumériquement de nos simulations, e qui est une première. Le potentield'interation ainsi obtenu peut être inorporé dans le futur dans des modèlestravaillant sur une plus grande éhelle (omme le hamp de phase �standard�)pour étudier le omportement de polyristaux omplets.
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Chapitre 3Morphologies de solidi�ation
3.1 GénéralitésL'étude des mirostrutures de solidi�ation est un sujet lassique enmétallurgie. En e�et, il est onnu depuis longtemps que quasiment tous lesalliages d'usage ourant sont loin d'être homogènes à l'éhelle mirosopique :les mirographies montrent une grande variété de formes di�érentes, souventd'une grande omplexité géométrique. La forme qui est de loin la plus ou-rante (dans les aiers et les alliages d'aluminium par exemple) est la dendrite ;viennent ensuite des ellules de solidi�ation qui ont une forme de doigt, etdes omposites eutetiques et péritetiques, qui onsistent en domaines dedeux phases solides enhevêtrés.La question entrale, qui est intéressante à la fois pour des métallurgisteset pour des physiiens, est de prévoir la morphologie qui se forme et seséhelle(s) aratéristique(s) pour un alliage et des onditions de solidi�ationdonnées. Puisque les propriétés �nales du matériau (élastiité, résistane à larupture) peuvent onsidérablement dépendre de la mirostruture, une telleonnaissane aide les métallurgistes dans le développement et l'optimisationde nouveaux alliages.Depuis une trentaine d'années, la solidi�ation a été utilisé par les physi-iens omme un système modèle pour l'étude générale de proessus d'auto-organisation et formation de strutures omplexes hors équilibre. Une desraisons de et intérêt est que les expérienes sont relativement failes à réali-ser, et que le hoix d'alliage permet d'aéder à une variété de phénomènes defaçon ontr�lée. L'avantage pour le théoriien est qu'il y a une grande quan-tité de données expérimentales pour tester théories et modèles numériques.En partiulier, des expérienes sur des �systèmes modèles� (substane puresou alliages binaires, beauoup plus simples que les �vrais� alliages métallur-21



giques, qui ont habituellement un grand nombre de omposants) ont été trèspréieuses pour erner les questions essentielles. Nos travaux sur les morpho-logies de solidi�ation se onentrent sur la simulation et la ompréhensionthéorique de telles situations.On peut distinguer deux situations de roissane qui posent des questionslégèrement di�érentes : la roissane libre ou la roissane diretionnelle. Lapremière a surtout été étudiée pour les dendrites dans une substane pure,pare que ette situation orrespond à l'expériene la plus simple onep-tuellement (pas néessairement en pratique !) : un germe ristallin roît dansson liquide qui a été au préalable surfondu à une température ontr�lée. Onobserve que les bras de la dendrite roissent, après un transitoire initial, àune vitesse onstante qui est une fontion reprodutible de la surfusion. Lebut des simulations et de la théorie est de reproduire ette relation.La roissane diretionnelle est plus prohe de la réalité métallurgique :un éhantillon d'alliage est tiré ave une vitesse onstante d'une zone haudevers une zone froide, de sorte que la ristallisation est forée ave un tauxonstant. Dans ette situation, on observe généralement un arrangement àpeu près périodique de strutures (dendrites, ellules, ou omposites) aveun espaement relativement bien dé�ni ; ependant, et espaement n'est pasunique mais dépend de la ondition initiale et de l'histoire de l'expériene.C'est une situation fréquente en physique hors d'équilibre : il existe une (ouplusieurs) famille(s) ontinue(s) de solutions, et il n'existe pas de méanisme�fort� qui séletionne un espaement préis. Dans e as, le onept théoriquepertinent est elui du ballon de stabilité [34℄ : généralement, es solutions sontstables seulement pour une ertaine plage d'espaements ; les instabilités quimarquent les limites de ette plage orrespondent à des brisures de symétriedu motif de base. Pour omprendre quelles sont les tailles observables dansune expériene donnée, le premier pas est alors d'identi�er les instabilitéspertinentes et de déterminer les limites de stabilité en fontion des paramètresde ontr�le.Ces remarques introdutives permettront de situer les travaux que je dé-rirai maintenant, lassés par type de mirostrutures.3.2 DendritesComme mentionné i-dessus, l'expériene de roissane dendritique a sus-ité un grand nombre de travaux expérimentaux, théoriques, et numériques.Le adre théorique ouramment aepté et développé depuis le milieu des an-nées 1980 est la théorie de la solvabilité. Elle prédit qu'une dendrite qui roîtà vitesse onstante n'existe que si les propriétés interfaiales (tension de sur-22



fae et/ou inétique) sont anisotropes, et elle prédit sa vitesse de roissaneen fontion de l'anisotropie et de la surfusion [35℄. Il est très di�ile (voir im-possible pour la inétique) de déterminer es paramètres expérimentalement ;des simulations, où es paramètres peuvent être ontr�lés de manière préise,peuvent alors être d'une grande valeur. Avant nos travaux, la théorie de lasolvabilité avait été testée en deux dimensions par une méthode numériqued'intégrale de frontière (qui permet uniquement de simuler des état station-naires), et en trois dimensions par la méthode du hamp de phase, maisuniquement pour de grandes surfusions, loin des paramètres qui peuvent êtreatteints dans les expérienes [11℄.L'algorithme de marheurs aléatoires présenté dans le hapitre 2.2 nousa permis de faire les premières simulations quantitatives de la solidi�ationdendritique en trois dimensions dans un régime diretement omparable auxexpérienes de référene [36, 37℄. Nous avons on�rmé la validité de la théo-rie de la solvabilité dans le régime de basse surfusion. Nous avons égalementtrouvé qu'un germe de forme arbitraire onverge vers l'état stationnaire pré-dit par la solvabilité, et nous avons aratérisé quantitativement le transitoire.Finalement, nous avons on�rmé qualitativement une prédition urieuse dela théorie de solvabilité, valable pour une roissane lente, sous des onditionsoù les e�ets inétiques à l'interfae sont négligeables : tandis que la vitessede roissane dépend drastiquement de l'anisotropie de la tension de surfae,la forme tridimensionnelle des dendrites est universelle [38℄. E�etivement,la forme des dendrites observées dans nos simulations est indépendante del'anisotropie. Cette forme peut être aratérisée par un seul paramètre, le-quel dérit l'éart de la forme par rapport à un paraboloïde de révolution.La valeur de e paramètre trouvée dans nos simulations est di�érente de elleprédite par la théorie, mais en parfait aord ave les données expérimentales[36℄.Ensuite, nous avons étendu nos simulations à un régime de roissanerapide [37℄. Dans es onditions, les paramètres essentiels sont le module etl'anisotropie de la inétique d'interfae, paramètres qui sont impossibles àdéterminer expérimentalement. Pour nous prourer des estimations de esparamètres inétiques, nous avons ollaboré ave des spéialistes de la simu-lation par dynamique moléulaire qui ont alulé es quantités pour le nikel[39℄. En utilisant leurs résultats omme paramètres d'entrée de notre mo-dèle de hamp de phase, nous avons obtenu un bon aord quantitatif entreles vitesses mesurées et simulées, et ei sans paramètres ajustables, ommemontré dans la �gure 3.1.
23
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Figure 3.1 � A gauhe : dendrite de Nikel simulée ave la méthode duhamp de phase. A droite : omparaison des vitesses de roissane obtenuespar simulations (symboles pleins) et expérienes (symboles ouverts).3.3 CellulesDurant la solidi�ation dirigée d'un alliage binaire dilué, l'interfae solide-liquide, qui est plane à faible vitesse de tirage, devient instable au-dessusd'une vitesse ritique (instabilité de Mullins-Sekerka [40℄). Le développementnonlinéaire de ette instabilité donne naissane à des ellules, ou à des den-drites pour des vitesses de tirage enore plus élevées. La taille typique des el-lules est de l'ordre de la entaine de mirons, et elles forment le plus souventun arrangement hexagonal désordonné. La formation de tels motifs hexago-naux est observée dans de nombreux systèmes hors de l'équilibre, omme laonvetion de Bénard-Marangoni, les systèmes de réation-di�usion ou lesondes de surfae de Faraday. Cette universalité est la onséquene du faitqu'un motif hexagonal simple peut se onstruire par la superposition de troistrains d'onde sinusoïdales, et qu'une telle interation entre trois ondes peutêtre engendrée par une simple nonlinéarité ubique.L'apport prinipal de la méthode du hamp de phase est de rendre dessimulations en trois dimensions aessibles. Je détaillerai par la suite deuxquestions sur lesquelles nous avons apporté de nouvelles informations grâeà et outil.En ollaboration ave Esteban Mea, nous avons étudié les morpholo-gies ellulaires prohes du seuil ritique de transition entre interfae plane etellules [41℄. Des expérienes ont révélé que, dans e régime, mis à part les24



Figure 3.2 � Simulations de morphologies ellulaires prohe du seuil debifuration : ellules normales, ellules allongées, et ellules inversées.ellules hexagonales habituelles, d'autres morphologies sont possibles [42℄ :des ellules inversées (où e sont les �trous� entre les ellules qui formentun réseau hexagonal, au lieu des sommets des ellules habituellement) ainsique des ellules allongées en formes de bandes (voir �gure 3.2). Plusieursdéveloppements analytiques (utilisant des développements faiblement nonli-néaires) sur es morphologies ont été publiés [43, 44℄, mais n'ont jamais étéomparés à des simulations quantitatives. Nous avons e�etivement trouvétoutes les morphologies prévues, mais nous avons également trouvé que les si-mulations ne on�rment pas ertaines préditions théoriques. En partiulier,la bifuration ellulaire en deux dimensions est toujours superritique dansnos simulations, alors que la théorie prédit des bifurations superritiques etsous-ritiques pour di�érents alliages [44℄. La raison de es di�érenes reste,pour l'instant, inonnue, mais étant donné la préision de nos simulations,nous pensons que le problème devrait plut�t se situer du oté des aluls ana-lytiques. En partiulier, nous soupçonnons qu'il y a un mode homogène (latranslation du front dans le pro�l de température) qui n'est pas orretementtraité dans les théories.Un élément distintif pour les ellules de solidi�ation est la présene del'anisotropie ristalline, qui joue un r�le si ruial en solidi�ation libre. Pen-dant la thèse de Marus Dejmek, nous avons montré qu'elle in�uene aussile régime ellulaire [45℄, omme l'illustrent les simulations montrées dans la�gure 3.3 : nous sommes partis d'une interfae plane instable, à laquelle nousavons appliqué une petite perturbation aléatoire ; les images montrent l'évo-lution ultérieure du front. Pour une anisotropie forte, le front passe par uneétape transitoire durant laquelle des ellules sont réées et éliminées, mais�nit toujours par aboutir à un état stationnaire. Celui-i n'est jamais par-faitement hexagonal, e qui s'explique failement par la setion arrée denotre boîte de simulation : puisqu'il n'est pas possible de �ranger� un réseauhexagonal de ellules dans une boîte arrée, le réseau est légèrement déformé.Quelquefois il présente aussi des défauts (des ellules qui ont inq ou sept voi-25



(a)

(b)Figure 3.3 � Evolution de motifs ellulaires pour la même vitesse de tirage,mais di�érentes anisotropies ristallines : (a) ǫ4 = 0.03 et (b) ǫ4 = 0.02, où ǫ4est l'amplitude de l'anisotropie ubique (d'ordre 4) de la tension de surfaesolide-liquid. A gauhe : vues de dessus en éhelle de gris à trois instantsdi�érents, à droite : vue omplète du front �nal en trois dimensions.sins au lieu de six). Par ontre, le omportement est radialement di�érentsi on garde les mêmes paramètres de ontrole, mais on baisse l'anisotropie.Dans es onditions, les ellules ne se stabilisent pas, mais sont réées et dé-truites ontinuellement par des événements de branhement et élimination.Tandis qu'il semble bien y avoir une éhelle aratéristique (taille des el-lules), le front reste dans un état de haos spatio-temporel. Pour des vitessesde tirage prohes du seuil d'instabilité, et e�et disparait : on trouve desellules hexagonales stables pour toute anisotropie.Pour mieux omprendre e phénomène, nous avons analysé par des simu-lations des instabilités seondaires des états ellulaires. Pour e faire, noussommes parti d'un état sationnaire ellulaire et nous avons hangé les para-mètres de ontr�le jusqu'à l'apparition d'une instabilité. Nous avons trouvéque le type de mode qui apparait dépend de la distortion du réseau et de l'es-paement entre les ellules. Le mode le plus fréquent trouvé pour de grandsespaements orrespond à l'émergene de trois sous-réseaux qui ont la mêmesymétrie hexagonale que le réseau initial, mais un pas de réseau plus larged'un fateur √3, et qui osillent ave une di�érene de phase de 2π/3. C'estun des modes génériques prédits pour les motifs hexagonaux [46℄ et a déjà étéobservé dans des simulations d'un modèle pour la solidi�ation diretionnelleà grande vitesse [47℄. Pour des petits espaements, nous trouvons un moded'élimination dans lequel un des trois sous-réseaux disparait. Nous avons al-ulé le ballon de stabilité omplet pour es modes dans le plan espaement-26
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Figure 3.4 � Ballon de stabilité dans le plan espaement-paramètre deontr�le pour des ellules hexagonales à di�érentes anisotropies : ǫ4 = 0(erles), ǫ4 = 0.01 (arrés), ǫ4 = 0.02 (losanges) et ǫ4 = 0.03 (triangles).Les ellules sont stables entre les limites d'élimination (pointillés et symbolesouverts) et d'osillation (points-tirets et symboles pleins). Le trait plein estla limite de l'instabilité primaire (instabilité de Mullins-Sekerka). Insert :omportement de fronts dans de grands systèmes, démarrés ave une inter-fae plane instable. Carrés pleins : ellules stables, erles ouverts : haosspatio-temporel, ligne en tiret : seuil de l'instabilité primaire.vitesse de tirage, ave un exellent aord ave nos simulations de la �gure3.3. En e�et, tandis que les espaements ritiques pour le mode d'éliminationsont toujours les mêmes, eux pour le mode osillatoire dépendent fortementde l'anisotropie (voir �gure 3.4). Si une bande su�samment large d'espa-ements stables est disponible (prohe du seuil ou à forte anisotropie), lesystème étendu trouve un état stationnaire. Par ontre, loin du seuil pourde faibles anisotropies, la bande d'états stables est étroite, et visiblement lebassin d'attration des états stationnaires étendus est trop petit pour quees états soient atteints dans une durée de simulation raisonnable. Sans ani-sotropie, il n'y a même pas du tout d'états sationnaires stables au-delà d'uneertaine vitesse de tirage.Si, sur e sujet, nous n'avons pas pu faire des omparaisons diretes avedes expérienes en trois dimensions, nos résultats sont en exellent aordave des expérienes bidimensionneles (en éhantillon mine). En e�et, si27



Figure 3.5 � Cellules triplets.l'anisotropie est une propriété du matériau utilisé dans les expérienes etn'est ainsi pas un paramètre variable, dans des expérienes en lame mine ily a un paramètre supplémentaire, qui est l'orientation du ristal par rapportà l'éhantillon. En e�et, dans des expérienes typiques sur des substanestransparents (souvent utilisées omme analogues pour des métaux), la so-lidi�ation s'e�etue entre deux lames de mirosope, ave un espaemententre les plaques de verre de l'ordre de 10 µm. Pour des ellules d'une taillelatérale de l'ordre de la entaine de mirons, le problème peut alors être vuomme quasi-bidimensionnel, et la physique pertinente est elle dans le plande l'éhantillon. Or, l'anisotropie dans e plan n'est qu'une oupe de la fon-tion omplête d'anisotropie tridimensionnelle. Pour une anosotropie ubique,si un des axes ristallographiques tombe dans le plan de l'éhantillon, l'ani-sotropie dans e plan est alors la même que elle en trois dimensions ; parontre, si le plan de l'éhantillon est perpendiulaire à un axe ternaire (di-retion 〈111〉) du ristal, l'interfae est presque isotrope dans e plan. Ainsi,l'anisotropie e�etive de l'interfae peut être ontr�lée par le hoix de l'orien-tation du ristal. Et, e�etivement, il a été observé que des fronts ellulairesstables existent uniquement en présene d'une anisotropie su�samment forte[48℄.Finalement, nous avons aussi trouvé de nouveaux états stationnaires, dontun exemple est montré dans la �gure 3.5 : des triplets, qui onsistent en troisellules à symétrie brisée qui roissent ensemble. C'est un résultat intéres-sant pare que ette struture généralise les ellules doubles à symétrie brisée(�doublons�) trouvées dans de nombreuses expérenes et simulations numé-riques [49℄. Dans nos simulations, les triplets sont stables mais ne peuvent êtreatteints qu'en suivant un protoole préis, en perturbant un front ellulairepré-existant. En e�et, de telles strutures ont pour l'instant été observées28



seulement omme états transitoires pendant des expérienes de solidi�ationdirigée d'un alliage transparent [50℄.3.4 EutetiquesDans les alliages eutetiques, deux phases solides peuvent roître à partirdu même liquide quand la omposition de l'éhantillon est prohe du pointeutetique (le point de oexistene des trois phases). Puisque la ompositiondu liquide au point eutetique est située entre elles des deux phases solides,il existe un mode de roissane ouplée, dans lequel l'un des solides absorbeles omposants rejetés par l'autre pendant la solidi�ation. Les deux phasesforment alors une struture omposite qui onsiste en lamelles ou �bres desdeux phases orientés le long de la diretion de roissane, et le front deroissane est plan à une éhelle marosopique (une éhelle beauoup plusgrande que la taille des lamelles ou �bres).La ompréhension fondamentale de e mode de roissane a été établie parJakson et Hunt [51℄ qui ont résolu le problème de la redistribution di�usivedes omposantes de l'alliage sous l'hypothèse que le front de solidi�ation estparfaitement plan. La di�érene de la température du front omposite et dela température eutetique (la surfusion du front) est donnée par
∆T = TE − Tav = K1λV +

K2

λ
, (3.1)où Tav est la température moyenne du front (obtenue en prenant la moyennespatiale sur une struture lamellaire ou �breuse), TE est la température eu-tetique, V est la vitesse de roissane, λ est l'espaement entre lamelles ou�bres, et K1 et K2 sont deux onstantes qui dépendent de quantités araté-ristiques de l'alliage (tension de surfae, pentes des liquidus et solidus dansle diagramme de phase, onentrations d'équilibre des solides et du liquide)ainsi que de la morphologie des phases (lamelles ou �bres). Les deux ontri-butions dans l'équation (3.1) résultent, respetivement, de la redistributionde omposants himiques par di�usion à travers le liquide, et de l'e�et a-pillaire [51℄. Il est élémentaire de déduire de l'équation (3.1) que la surfusionest minimale pour un espaement aratéristique donné par

λJH =

√

K2

K1V
. (3.2)Cette éhelle de longueur joue un r�le essentiel pour les motifs eutetiques.On onstate que, dans des éhantillons massifs, les espaements trouvés dansles expérienes de solidi�ation diretionnelles, dans lesquelles la vitesse de29



roissane est imposée, sont prohes de λJH [52℄. A l'heure atuelle, les méa-nismes préis pour l'émergene de ette périodiité ne sont toujours pas bienompris. Sur le plan théorique, on peut montrer qu'il existe des lois d'éhelle,valables pour la roissane eutetique lente ('est-à-dire à faible gradient detempérature et à nombre de Pélet faible, Pe = λV/D ≪ 1 ave D le o-e�ient de di�usion himique dans le liquide) : la dynamique d'un état deroissane ouplé ne dépend en fait que de l'espaement réduit Λ = λ/λJH[53℄.Pour les expérimentateurs, e fait o�re la possibilité de déterminer leballon de stabilité du système. En e�et, dans une expériene de solidi�ation,l'espaement n'est pas une variable qui peut être diretement ontr�lée. Parontre, une fois qu'un espaement est établi, on peut modi�er la vitesse deroissane, e qui modi�e λJH et ainsi l'espaement réduit Λ. En jouant surl'historique de roissane, il est ainsi possible d'examiner le omportement dessystèmes eutetiques pour une plage étendue d'espaements et de déterminerles espaements réduits ritiques pour le délenhement d'une instabilité.C'est de ette façon que le ballon de stabilité des eutetiques lamellairesa été entièreement aratérisé en éhantillons mines dans les années 90 [54℄.Ces expérienes ont été omparées à des aluls numériques e�etués en deuxdimensions par la méthode de l'intégrale de frontière [55, 56, 20℄, et un bonaord entre expérienes et théorie a été trouvé. Plus réemment, un nouveaumontage expérimental a permis d'examiner in situ la dynamique de frontseutetiques en trois dimensions et d'en étudier la stabilité [57, 58, 59℄.L'apport de la méthode de hamp de phase a été de rendre des alulsnumériques possibles dans des situations qui restent di�ilement aessibles(voire impossibles à traiter) par la méthode d'intégrale de frontière : deseutetiques impurs (ontenant des impuretés ternaires), et des fronts en troisdimensions. Les résultats de es aluls seront exposés dans la suite.A Boston, nous avons étudié l'e�et d'une impureté ternaire sur la sta-bilité d'un eutetique binaire lamellaire en éhantillon mine. En présened'impuretés en quantité su�sante, le front omposite devient instable, et ledéveloppement de ette instabilité donne naissane à de larges ellules, aussiappelées �olonies eutetiques�, dont la taille aratéristique est largement su-périeure à l'espaement lamellaire ; la mirostruture elle même présente dondes éhelles multiples. Nous avons analysé théoriquement ette instabilité enétendant une analyse de stabilité détaillée d'un front eutetique binaire [60℄au as ternaire [61℄. Nous avons montré que le front omposite peut être traitéomme une interfae ave un �degré de liberté interne�, à savoir l'espaementlamellaire loal. Essentiellement, les gradients de onentration de l'impu-reté ternaire délenhent une instabilité parfaitement analogue à l'instabilitéde Mullins-Sekerka pour les alliages dilués, ave une éhelle aratéristique30



beauoup plus grande que l'espaement lamellaire. Cependant, le développe-ment de ette instabilité est ouplé à la dynamique loale des lamelles. Ene�et, l'évolution temporelle de l'espaement loal dépend de la forme du front(il augmente dans les parties onvexes du front, et diminue dans les partiesonaves), et un hangement de l'espaement hange la surfusion loale dufront eutetique. Cei induit une variété rihe de omportements possibles.Nous avons trouvé des strutures osillatoires et propagatives qui ressemblentà elles observées dans les expérienes [62℄.Nous avons aussi développé un modèle de hamp de phase pour simulerpour la première fois diretement la roissane de olonies [63℄. Cei nous apermis de on�rmer nos préditions théoriques pour l'instabilité linéaire, ainsique de simuler des olonies pleinement développées, voir Fig. 3.6. Il est à noterque es simulations néessitent une grande puissane de alul, à ause de laprésene simultanée de plusieurs éhelles spatiales assez di�érentes dans lastruture. Nous avons utilisé pour es simulations un algorithme parallelisé etune mahine de haute puissane (un Cray T3E) pour l'époque (2000). A ausede ette spéi�ité, des aluls de olonies en trois dimensions représententun hallenge formidable même à nos jours, et n'ont pas été entrepris jusqu'ii(à ma onnaissane).Une analyse détaillée de nos données de simulation nous a permis demettre en évidene un e�et jusqu'alors inonnu : une �migration latérale� despoints triples où les trois phases (deux solides et un liquide) se renontrent.En e�et, dans notre analyse de stabilité, nous (omme tous les herheursavant nous [51, 64, 60℄) avons supposé que les lamelles roissent toujours dansla diretion normale au front solide-liquide marosopique. Cette hypothèse,parfois appelée �hypothèse de Cahn� dans la littérature, semble raisonnableau vu des mirographies de olonies, mais n'a auun fondement rigoureux.Une analyse de nos données de simulation révèle qu'il y a en fait une violationde ette hypothèse, trop faible pour être mesurée sur une image individuelle,mais lairement visible quand on analyse l'évolution temporelle de tout unensemble de lamelles et ompare les résultats aux préditions obtenues enutilisant l'hypothèse de Cahn. Les résultats peuvent être expliqués par unmouvement latéral lent des points triples en réponse à un gradient loal del'espaement, e qui est parfaitement permis sur le plan phénoménologique.Cet e�et, qui est présent même sans les impuretés ternaires, nous a per-mis de omprendre une observation expérimentale faite quasiment en mêmetemps que nos simulations, onernant l'instabilité d'élimination de lamellesà faibles espaements. En e�et, toutes les analyses de stabilité des fronts eu-tetiques [51, 64, 60℄ prédisaient qu'une instabilité de grande longueur d'onde(type Ekhaus) devrait se produire à Λ = 1 (λ = λJH). Or, les expérienes ontmontré sans ambiguïté que des espaements nettement plus petits que λJH31



Figure 3.6 � Colonie eutetique pleinement développée obtenue ave unmodèle de hamp de phase spéi�quement développé [63℄. Le ode a étéparallelisé sur une mahine Cray T3E et exeuté sur 64 proesseurs.32



peuvent être parfaitement stables [65, 66℄. En intégrant l'e�et de migrationlatérale dans les aluls de stabilité, e déalage de la limite de stabilité s'ex-plique aisément. En utilisant un oe�ient phénoménologique obtenu par lessimulations, on obtient même un très bon aord quantitatif ave les donnéesexpérimentales, malgré le fait que les simulations n'ont pas été faites pourle même matériau que elui utilisé dans les expérienes. Il s'agit ii d'unexemple partiulièrement frappant où la simulation numérique à pu faire unapport signi�atif à la ompréhension de nouvelles données expérimentales.Ave le nouveau modèle de hamp de phase e�ae pour la solidi�a-tion eutetique développé en ollaboration ave Roger Folh (voir hapitre2.1), une étude systématique des fronts eutetiques en trois dimensions estdevenue possible pour la première fois, et en ollaboration ave Andrea Pa-risi nous avons e�etué un grand nombre de simulations en trois dimensions,en utilisant un algorithme multi-grille e�ae qui permet d'obtenir des al-uls quantitatifs (pour les alliages et paramètres de ontr�le utilisés dans lesexpérienes).Nous avons ommené par une étude détaillée de la stabilité morpholo-gique des strutures lamellaires parfaitement périodiques, pour deux alliages,un alliage eutetique générique, et l'alliage transparent utilisé dans les expé-rienes à l'INSP. Il s'agit, en quelque sorte, d'une extension à trois dimensionsdes travaux antérieurs sur les éhantillons mines [20, 54℄. Les paramètres per-tinents sont la omposition de l'alliage (qui ontr�le diretement les frationsvolumiques des deux phases solides dans les motifs omposites) ainsi quel'espaement initial entre lamelles. Comme en deux dimensions, une ertaineplage d'espaements est stable, et la limite inférieure du ballon de stabilitéest marquée par une instabilité d'élimination de lamelles de grande longueurd'onde. C'est la même instabilité qu'en deux dimensions. Par ontre, pour degrands espaements, la situation est très di�érente en deux et trois dimen-sions.En deux dimensions, le diagramme de stabilité est relativement omplexe,dans le sens que plusieurs instabilités distintes se produisent pour di�érentesompositions de l'alliage. Prohe du point eutetique, une instabilité osil-latoire apparait, dans laquelle l'épaisseur de toutes les lamelles d'une phase(α ou β) osille, et ei en phase (toutes les lamelles sont synhrones). Parontre, pour des onentrations éloignées du point eutetique, les positionsdes lamelles de la phase minoritaire se mettent à osiller tandis que leursépaisseurs restent sensiblement onstantes. De plus, deux lamelles voisinesosillent toujours en opposition de phase, de sorte que la longueur de ré-pétition du motif double par rapport à l'état stationnaire. Ces instabilitéssont appelées 1-λ-O et 2-λ-O [20, 54℄. De plus, on peut aussi observer uneinstabilité de brisure de parité si on e�etue un saut de vitesse vers le haut33
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Figure 3.7 � Modes possibles d'instabilité pour des lamelles en trois di-mension, et leur séletion par les onditions aux bords des simulations. Leslamelles sont vues de dessus (la diretion de roissane sort du plan de lafeuille). Le système simulé est montré en ouleurs laires, une opie obtenueen appliquant les onditions aux bords est montré en ouleurs mates. Unsystème in�ni peut être obtenu en itérant la proédure.de su�samment grande amplitude : toutes les lamelles se mettent à dériverlateralement et forment un angle bien dé�ni ave la diretion de tirage quidépend de l'espaement réduit [56℄.En trois dimensions, une nouvelle instabilité apparaît. Elle est de typezigzag : les lamelles développent des ondulations le long de la diretion duplan des lamelles, mais restent �en phase�, 'est-à-dire loalement parallèles.Cette instabilité a été observée dans les expérienes de l'INSP en 2004 [57℄, etjusqu'ii 'est la seule instabilité observée à grands espaements lamellaires.Il se pose alors la question du lien entre les modes d'instabilité en deux ettrois dimensions.Pour répondre à ette question, on peut exploiter les symétries du pro-blème. Les instabilités d'un front périodique peuvent être étudiées en utilisantle théorème de Floquet-Bloh, de manière parfaitement analogue au aluldes fontions d'onde pour un solide régulier en méanique quantique. Lesmodes d'instabilité peuvent alors être lassés selon leurs éléments de symé-trie [67℄. Mis à part son invariane dans le temps (dans le répère attahé au34



front) et sa symétrie de translation disrète, le motif eutetique lamellairestationnaire possède deux plans de symétrie miroir, un au entre de haquelamelle. Le mode 1-λ-O brise l'invariane dans le temps, mais laisse intat lesdeux plans miroirs ; le mode 2-λ-O détruit une de es symétries mais onservel'autre (il y a don deux modes 2-λ-O distints), et le mode de brisure deparité détruit les deux. On peut don analyser le omportement du systèmeen trois dimensions sous brisure ou onservation de es éléments de symétrie.Pour e faire, on utilise la possibilité de hanger les onditions aux bords dansles simulations. En e�et, simuler une seule paire de lamelles est équivalent àen simuler un arrangement périodique in�ni, qui peut être obtenu par uneappliation suessive des onditions aux bords. Imposer une ondition auxbords de miroir (re�éxion) au entre d'une sorte de lamelle est équivalent àsimuler un ensemble de lamelles dans lequel ette symétrie miroir est onser-vée (voir Fig. 3.7). Par ontre, ave des onditions aux bords périodiques, labrisure de ette symétrie est autorisée. On voit dans la Fig. 3.7 qu'on peutretrouver les di�érents modes de brisure de symétrie en trois dimensions. Ene�et, la vue de dessus du système en trois dimensions est la même que la vuede oté du système bidimensionnel. En onséquene, nous avons nommé lesmodes �1-λ�, �2-λ� et zigzag par analogie ave le as bidimensionnel. On voitque haque type de onditions aux bords n'autorise que deux modes distints,qui peuvent être séparés failement en analysant l'évolution de l'épaisseur etde la position de la lamelle.Le diagramme de stabilité pour l'alliage utilisé dans les expérienes del'INSP est montré sur la Fig. 3.8. On trouve que la plage d'espaementsstables est beauoup plus étroite qu'en deux dimensions. Comme en deuxdimensions, elle est la plus grande pour la omposition eutetique, mais l'es-paement stable le plus grand est de l'ordre de Λ ≈ 1.2 en trois dimensions,ontre Λ ≈ 2 en deux dimensions. La première instabilité qui devient ativeest toujours l'instabilité zigzag (qui détruit les deux symétries miroir). Lesautres instabilités deviennent atives à plus grand espaement, mais ave untaux de roissane réel � elles ne sont don pas osillatoires omme en deuxdimensions. Cependant, les taux de roissane deviennent omplexes (osil-latoires) dans la limite des faibles nombres d'ondes longitudinales (le long duplan des lamelles) [68℄. Dans un système mine, où les modes à grand nombred'onde longitudinal sont bloqués par le on�nement, on retrouve don bienle omportement bidimensionnel. Ces résultats montrent qu'en trois dimen-sions, la seule instabilité observable devrait être l'instabilité zigzag, en aordave les observations expérimentales disponibles jusqu'ii.Pour des �bres, nous nous attendions à observer des instabilités osilla-toires, soit individuelles (par exemple, l'osillation des diamètres des �bresave le temps), omme en deux dimensions, soit olletives (omme pour les35
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a

λFigure 3.9 � Esquisse de la géométrie utilisée pour analyser des états de�bres. Un réseau de �bres (déformé par rapport à un réseau triangulaireparfait) est dérit par les deux longueurs λ et a. Il peut être simulé en utilisantla ellule délimité par les traits en tiraillés, ave des onditions aux bords dere�éxion.triangulaire parfait, a/λ =
√
3/2 ; une valeur de a/λ =

√
2/2 orrespondraitpar ailleurs à un réseau arré.Nous avons examiné la stabilité des �bres en fontion de l'espaementréduit Λ en gardant la même boîte de simulation, mais en variant l'épais-seur d'interfae W du modèle par rapport aux éhelles physiques. Ainsi,nous obtenons une ourbe de Jakson-Hunt à rapport d'aspet a/λ �xe. Pour

a/λ >
√
3/2 (un réseau triangulaire étiré dans la diretion vertiale), les �bress'allongent dans la diretion vertiale, vers les seonds voisins. Au ontraire,pour a/λ < √

3/2 (un réseau triangulaire étiré dans la diretion horizontale),elles s'allongent dans la diretion des premiers voisins. Cependant, dans ha-une de es situations, on peut aussi engendrer l'autre morphologie, mais enpartant d'une ondition initiale non-irulaire.En dé�nissant un paramètre morphologique
ψ =

d1 − d2
d1 + d2

(3.3)où d1 et d2 sont les diamètres de la �bre dans la diretion des premiers etseonds voisins, on peut omplètement aratériser la bifuration. Le dia-gramme de bifuration pour a/λ = 13/16 est montré sur la Fig. 3.10. Ii, labranhe des �bres allongées horizontalement est ontinue ; pour a/λ > √
3/2,au ontraire e serait la branhe des �bres allongées vertialement qui seraitontinue. En résumé, pour des espaements su�samment grands, on peuttoujours trouver deux familles d'états, allongés vers les premiers et seondsvoisins, mais les bassins d'attration de es états dépendent de la distorsiondu réseau initial de �bres. 37
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Figure 3.11 � Exemples de morphologies eutetiques dans des systèmesétendus : labyrinthe lamellaire et ensemble de �bres, dont ertaines allongées.38



Finalement, nous avons aussi étudié le omportement de systèmes éten-dus (omportant un nombre raisonnablement élevé de lamelles et �bres, maissans forer une périodiité initiale). Nous avons trouvé qu'en plus des ar-rangements réguliers de lamelles ou �bres, il existe aussi des états �mixtes�omposés à la fois de �bres et de lamelles, ainsi que des états désordonnés(�labyrinthes�) qui ont aussi été observés dans les expérienes de l'INSP (�-gure 3.11). Il s'agit d'un système qui présente une multistabilité extrême,'est-à-dire qu'il existe une multitude d'états stationnaires de géométrie dif-férente, séparés par des �barrières�. L'évolution d'un tel système vers un étatrégulier est alors très lente.Une question se pose alors immédiatement : si les hoses sont ainsi, om-ment des arrangements réguliers se forment-ils dans les expérienes ? Nousavons réemment obtenu une réponse assez surprenante à ette question [70℄ :dans les expérienes à l'INSP, des arrangements réguliers se forment unique-ment quand l'expériene est imparfaite. Plus préisément, si le gradient detempérature est parfaitement aligné ave la diretion de tirage, omme sup-posé dans la théorie, on observe e�etivement dans les expérienes des étatslabyrinthiques désordonnés persistants. Par ontre, s'il y a un biais latéraldans le hamp de température (e qui est quasiment toujours le as), deslamelles régulières se propagent d'un oté de l'éhantillon à l'autre et enva-hissent rapidement le système entier. Nous avons inorporé e biais dans nossimulations, et nous avons immédiatement obtenu le même phénomène : desétats lamellaires parfaitement réguliers sont atteints après un transitoire dedurée raisonnable. Il parait ainsi qu'un forçage extérieur peut être extrême-ment important pour omprendre le proessus de formation de strutures. Cefait, pourtant simple, n'a pas été remarqué auparavant par la ommunautéde la solidi�ation.
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Chapitre 4Appliation à d'autres problèmes
4.1 Dynamique de marhes en roissane épi-taxialeTandis que les interfaes solide-liquide des métaux sont rugueuses au ni-veau mirosopique, et que des atomes transitent fréquemment entre les deuxphases dans les deux sens, les interfaes solide-vapeur sont souvent atomique-ment lisses et faettées : elles onsistent en terrasses orientées dans une dire-tion singulière de la struture ristalline (orrespondant à des plans denses),séparées par des marhes monoatomiques. Pour des surfaes viinales, quiont une faible désorientation globale par rapport à une diretion singulière,es terrasses sont bien dé�nies, leur largeur peut atteindre des entaines denanomètres, et elles peuvent bien être visualisées (par mirosopie à e�ettunnel ou à fore atomique, par exemple). Durant la roissane d'un tel ris-tal par épitaxie moléulaire à partir du quasi-vide ou à partir d'une solution,les atomes sont quasi exlusivement inorporés dans le ristal aux marhesentre les terrasses. Si l'on veut omprendre la roissane d'une telle surfaeviinale, il est don important d'avoir une information sur la on�gurationdes marhes.Le modèle à frontière libre standard pour la desription de la oissaned'une telle surfae est le modèle de Burton, Cabrera et Frank (BCF) [71℄,qui omprend deux étapes : les atomes sont d'abord adsorbés sur la surfae(ils deviennent des �adatomes�), puis di�usent le long de la surfae ave unoe�ient de di�usion Ds. Puis, ils peuvent désorber et retourner dans levolume ave un taux aratéristique 1/τs, ou atteindre une marhe et êtreinorporé dans le ristal. Nous avons développé une formulation de hampde phase pour e modèle. En e�et, pour des températures su�samment éle-vées en roissane épitaxiale, les marhes entre les terrasses sont des objets40
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Figure 4.1 � Simulation d'ensembles de marhes en roissane en une di-mension. A gauhe : régime loal (largeur de terasse l > xs). A droite : régimenonloal (l < xs).bidimensionnels rugueux et ne sont pas faettées. Elles peuvent don bienêtre dérites par un front de hamp de phase. Contrairement au modèle duhamp de phase solide-liquide, où il y a seulement deux phases, ii il y a unensemble potentiellement in�ni de terrasses à modéliser. Il est don lair qu'ilfaut remplaer le potentiel à double puits (qui génère et stabilise les deuxphases) par un potentiel périodique ave une in�nité de minimas. Le hampde phase est dans e as tout simplement proportionnel à la hauteur de lasurfae, et haque front entre deux minimas suessifs représente une marheentre deux terrasses.Les équations de notre modèle de hamp de phase sont
τ∂tφ =W 2∇2φ+ sin(πφ) + λu(1 + cos(πφ)), (4.1)

∂tu = Ds∇2u+ F − u

τs
+

1

2
∂tφ. (4.2)Ii, u = Ω(c − c0eq) est une densité d'adatomes adimensionnalisée, ave Ω lasurfae d'une ellule unitaire du ristal sur la surfae singulière, c la onen-tration d'adatomes et c0eq sa valeur d'équilibre thermodynamique sur uneterrasse voisinant une marhe droite. Le hamp de phase φ a des valeursd'équilibre pour les entiers impairs, φ = . . . ,−3,−1, 1, 3, . . ., et le �terme debasule� dans le membre de droite de l'équation (4.1) préserve ette pro-priété. La quantité F dans l'équation (4.2) est le �ux d'atomes qui arriventsur la surfae par unité du temps depuis le volume (en roissane par jet mo-léulaire), et le troisième terme dans le membre de droite de ette équationdérit la désorption d'adatomes.Le omportement de es équations est illustré dans la �gure 4.1, quimontre la dynamique d'un train de marhes dans deux régimes très di�é-41
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Figure 4.2 � Images suessives de la roissane d'une butte en spirale au-tour d'une disloation vis (au entre) dans le régime non loal.rents. En e�et, on peut dé�nir une logueur aratéristique, la longueur dedésorption, xs = √
Dsτs : 'est la longueur typique qu'un adatome peut ex-plorer sur la surfae avant de repartir dans le volume. Il est à noter que pourobtenir des simulations bien onvergées, il faut bien sûr hoisir l'épaisseurdes interfaes bien inférieure à ette longueur. Si la taille des terrasses estplus grande que xs, on se trouve dans la situation illustrée à gauhe : laonentration d'adatomes dans le entre d'une marhe est déterminée parl'équilibre entre arrivée et désorption des adatomes, et est égale à Fτs. Laplupart des atomes arrivant sur la surfae n'atteignent jamais de marhe. Enonséquene, la dynamique de haque marhe est loale puisque les hampsde di�usion d'adatomes qui entourent haque marhe ne se reouvrent pas.Par ontre, si la taille des terrasses est plus petite que xs, on se trouve dansla situation illustrée à droite : haque adatome atteint une marhe, et le �uxd'atomes qui arrive à une marhe donnée est déterminé par la taille de laterrasse adjaente. La onentration maximale est donnée par F l2/Ds ave lla taille de la terrasse. Dans e as, la dynamique des marhes devient nonloale, pare que la vitesse de haque marhe est déterminée par la positionde toutes les autres.C'est dans ette situation que le modèle de hamp de phase apporte toutesa puissane, puisqu'il permet de faire des simulations quantitatives pour deson�gurations de omplexité géométrique arbitraire. Nous l'avons appliqué à42
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matériaux [73, 74℄. Pour rendre ompte de et e�et important, il faut géné-raliser le modèle, par exemple en introduisant un hamp de onentrationd'adatomes séparé sur haque terrasse [75℄.4.2 Nanotexturation de ouhes mines par éro-sion ioniqueC'était le sujet de thèse de Sébastien Le Roy (soutenue en automne 2010)que j'ai o-enadré ave Elin Søndergård, du laboratoire Surfae du Verre etInterfaes (SVI) à Aubervilliers, unité mixte CNRS/Saint Gobain. La soiétéSaint Gobain travaille sur les produits innovants pour l'industrie verrière, enpartiulier sur l'appliation de revêtements qui permettent une fontionnali-sation des surfaes des verres. Un grand e�ort de reherhe se porte atuel-lement sur la struturation de la surfae, qui onsiste à produire des reliefsde morphologie hoisie. L'appliation la plus onnue de e onept est ellede l'hydrophobie exaerbée par la struturation. Mais de nombreuses appli-ations optiques sont en développement, par exemple pour des fontions de�ltrage de la lumière ou de rediretion, essentielles pour l'optimisation del'élairage ou de la prodution d'énergie photovoltaïque.Puisque les produits verriers doivent être transparents pour la lumièrevisible, il est néessaire d'obtenir des strutures de tailles aratéristiquesinférieures à 100 nm. Les tehniques de struturation par photolithographie(ourantes dans l'industrie des semi-onduteurs) peuvent engendrer de tellesstrutures, mais sont trop oûteuses pour les appliations envisagées. Unealternative est la formation de nanostrutures par auto-organisation. Or, ila réemment été observé que la gravure ionique permet, pour ertains typesde matériaux et dans ertaines onditions, d'induire une forte struturationde la surfae ave des tailles aratéristiques sub-mirométriques.La struturation par faiseaux d'ions est relativement bien maîtrisée dansle as de quelques systèmes modèles monoristallins et amorphes massifs. Enfait, dans la plupart des as, la gravure ionique tend à lisser la surfae ou àdévelopper des strutures aléatoires, et seuls des régimes d'érosion très spéi-�ques permettent une mise en ordre pendant la gravure. Cette mise en ordreest ontr�lée par une instabilité dans des régimes de faible �ux et de faibledi�usion de surfae, l'instabilité de Bradley-Harper [76℄. La dépendene de lavitesse de gravure de la ourbure loale du front favorise dans es onditionsl'émergene de rides ou de plots. Cependant, leurs rapports d'aspet restentgénéralement faibles.Le domaine a été bouleversé, il y a quelques années, par la déouverte44



d'e�ets omplètement nouveaux dans des alliages. En partiulier, sur dessurfaes du semionduteur Ga-Sb (ainsi que sur d'autres semionduteursIII-V) se forment des �nano-�nes� d'un très grand rapport d'aspet [77℄.L'apparition de es strutures ne peut absolument pas être expliquée par leméanisme de Bradley-Harper, ni par une généralisation de ette approhequi prend en ompte l'e�et de la omposition loale [78℄. Un indie pouridenti�er un méanisme possible qui pourrait expliquer e nouvel e�et vientd'images TEM qui montrent que les sommets des �nes sont déorés par desnano-gouttes (ou agrégats) de Ga. En outre, on observe que lors d'un reuitdu matériau initial, le gallium ségrège à la surfae de l'alliage et forme desgouttes liquides. On peut don supposer que l'érosion préférentielle de Sbengendre une aumulation de Ga à la surfae, qui se déompose ensuite ennano-gouttes (ou agrégats) de Ga qui �protègent� le substrat aux endroits oùils se forment et onstituent ainsi un �masque de gravure auto-organisé�.Nous avons développé un modèle de type hamp de phase pour étudiere phénomène. En fait, il s'agit plut�t d'un modèle d'interfae di�use, pareque l'interfae est diretement dérite par une quantité physique (la densitéde matière) plut�t que par un hamp de phase. Mais bien sûr le prinipe estle même : la desription de l'évolution de la surfae est bien plus aisée dansle language des interfaes di�uses que dans elui des interfaes raides.L'abrasion ionique est un proessus violemment hors d'équilibre, dans le-quel une surfae est bombardée par des ions d'une énergie typique de quelquesentaines d'életron-Volts. L'impat des ions et les ollisions en asade qu'ilsengendrent rend rapidement une �ne ouhe du matériau (prohe de la sur-fae) omplètement amorphe. C'est dans ette ouhe (d'une épaisseur dequelques nanomètres) que se passe d'une part l'éjetion d'atomes du solide,et d'autre part le transport de omposants. Une desription détaillée desproessus mirosopiques dans ette ouhe semble omplètement hors deportée. Nous avons plut�t herhé un modèle phénoménologique simpli�é, enne retenant que quelques ingrédients essentiels.Les hamps de base sont les densités loales des deux omposants, ρGa et
ρSb. Nous partons d'une fontionnelle d'énergie libre de la forme

F =
∫

[

1

2
W 2 (∇ρGa)

2 +
1

2
W 2 (∇ρSb)2 + ftw

]

d~x, (4.3)où ftw est une densité d'énergie libre qui a la forme d'un triple puits, or-respondant aux trois phases d'équilibre : le vide (ρGa = ρSb = 0), Ga pur(ρGa = 1 et ρSb = 0), et GaSb (ρGa = ρSb = 0.5). Nous devons aussi dérire lagéométrie de la ouhe amorphisée. Pour ela, nous introduisons une quantité
ξ qui est la fration de l'énergie initiale des ions enore disponible au point45



Figure 4.4 � Hauteur des nano�nes en fontion du temps, extrait des ex-périenes (à gauhe) et des simulations (à droite).
~x, et que nous alulons par la formule

ξ(~x, t) = max
(

0, 1− 1

L

∫

(ρGa(~r(s), t) + ρSb(~r(s), t)) ds
)

, (4.4)où l'intégrale se fait le long de la trajetoire des ions, et L est leur longueurde pénétration.L'évolution des deux densités est donnée par les équations
∂ρi
∂t

= ~∇ ·
[

Mi(ξ, ρGa, ρSb)~∇µi

]

− RYiξρi (4.5)ave i = Ga ou Sb,
µi =

δF

δρi
(4.6)le potentiel himique loal, R le taux d'abrasion d'une surfae de Sb pur ;

YSb = 1 et YGa = Y donnent l'e�aité d'abrasion pour les deux espèes. Lesmobilités sont données par
Mi(ξ, ρGa, ρSb) =M0

i ξ (ρGa + ρSb)
2 , (4.7)où M0

i sont des onstantes, le fateur ξ rend ompte du fait essentiel quela di�usion ne peut avoir lieu que dans la ouhe amorphisée, et le fateur
(ρGa + ρSb)

2 supprime l'e�et indésirable d'évaporation-ondensation à traversle vide.Malgré leur simpliité, es équations peuvent rendre ompte de l'e�et denanotruturation par masque de gravure auto-organisé. Dans la �gure 4.4nous montrons une omparaison des résultats du modèle ave des donnéesexpérimentales [79℄. La hauteur des �nes en fontion du temps est déter-minée dans les expérienes par une méthode d'ellipsométrie spetrosopique46



in situ qui a été validée par une omparaison détaillée à des mesures de mi-rosope à fore atomique [80℄. On voit que la forme de la ourbe est bienreproduite, et qu'il y a même un aord semi-quantitatif entre les valeurs.En outre, la �gure montre également quelques images des �nes, qui sontétonnamment prohes des images expérimentales. L'analyse des simulationsnous a permis de mieux omprendre les trois régimes de roissane qui sontbien visibles dans la �gure. Un premier régime (très ourt) orrespond à l'en-rihissement de la ouhe de surfae en Ga et s'aompagne d'un lissage dela surfae dans les expérienes. Dans le deuxième régime, la roissane estrapide et quasiment linéaire : les �gouttes� (ou agrégats) de Ga protègentomplètement le matériau en-dessous. Ces �ouverles� sont également abra-sés, mais ils sont réalimentés par di�usion de Ga le long de la surfae. Dansle troisième régime, le relief se reuse, les hemins de di�usion deviennentplus longs, et la réalimentation du masque est seulement partielle. En onsé-quene, le masque est moins e�ae et la roissane ralentit.L'étude du �matériau modèle� GaSb a don permis de omprendre lenouveau méanisme de struturation qui est à l'÷uvre. Depuis, l'équipe duSVI a réussi à répliquer e proessus dans d'autres matériaux, et notammentdans un verre enrihi aux ions de uivre. Il semble don qu'il y a une routeprometteuse vers de futures appliations de ette méthode.4.3 Préipitation disontinueLa réation de préipitation disontinue est une transformation à l'étatsolide qui se produit dans de nombreux alliages métalliques. Une phase mèrefortement sursaturée se déompose en une struture biphasée onsistant enpréipités d'une nouvelle phase, séparés par la phase originale qui a été ap-pauvrie en soluté. Cette réation est toujours aompagnée de la migrationd'un joint de grain qui onstitue un �ourt-iruit� pour la di�usion de soluté.En onséquene, à l'éhelle marosopique, il y a un saut de onentration(une disontinuité) entre la phase mère et la phase appauvrie au joint degrain, d'où le nom du proessus.La morphologie biphasée qui se développe derrière le joint de grain peutêtre lamellaire ou �breuse, e qui n'est pas sans rappeler les strutures forméespar la solidi�ation d'alliages eutetiques. La di�érene fondamentale est quela redistribution des omposants himiques néessaire pour la onstrutionde la struture biphasée se fait surtout par di�usion le long du joint de grain.Malgré de nombreuses études expérimentales et théoriques sur e phéno-mène, de nombreux mystères demeurent. Par exemple, un artile de revueréent [81℄ réense une bonne dizaine de théories qui prédisent la vitesse de47
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Figure 4.6 � Vitesse de roissane en fontion de l'espaement lamellaire,pour trois surfusions di�érentes.prendre sous quelles onditions on peut observer une roissane stationnaire.Nous avons également omparé nos résultats à une théorie réemment propo-sée par Brener et Temkin qui prédit la relation entre l'espaement lamellaireet la vitesse de roissane du front de préipitation [84℄. Notre ellule de si-mulation élémentaire ne ontient qu'une moitié de paire de lamelles, ommemontré dans la �gure 4.5. L'espaement lamellaire est diretement ontr�léepar la taille de la boîte. Quleques ourbes représentatives pour la vitesse deroissane en fontion de l'espaement lamellaire sont montrées sur la �gure4.6. Certaines préditions de la théorie de Brener et Temkin sont véri�éesqualitativement par nos simulations : (i) l'existene d'un espaement mini-mal en-dessous duquel une roissane stationnaire est impossible, (ii) uneforte in�uene de la di�usivité dans les interfaes derrière le front de rois-sane sur la vitesse du front, et (iii) l'existene d'une ondition sur les anglesà la trijontion pour l'existene d'un état de roissane stationnaire.Cependant, la forme des ourbes de vitesse en fontion de l'espaement,et la valeur absolue de la vitesse, di�èrent onsidérablement de elles pré-dites par Brener et Temkin. La raison pour es éarts est assez surprenante,mais devrait être générique. En e�et, la théorie de Brener et Temkin, ommetoutes elles qui l'ont préédées, font l'hypothèse d'un équilibre loal entre lepréipité et la matrie. Plus préisément, les onentrations des deux otés del'interfae doivent être liées par une relation thermodynamique (la relationde Gibbs-Thomson). Cette hypothèse n'est pas véri�ée dans nos simulations.Cei peut paraître étonnant, mais re�éhissons pour un instant sur les jus-ti�ations fondamentales sous-jaentes à ette hypothèse. Un équilibre loal49



suppose qu'il y a un éhange entre les deux otés de l'interfae, à savoir, unatome doit pouvoir traverser l'interfae. Or, la di�usion est très lente dansles phases solides, mais très rapide le long de l'interfae. Un atome peut donexplorer une large distane le long de l'interfae pendant le même tempsqu'il lui faut pour sonder le solide adjaent. En onséquene, la dé�nitionde �loal� devient problématique. L'hypothèse d'équilibre loal ne peut êtremaintenue que si les onditions (vitesse, ourbure) sont homogènes le long dujoint de grain sur une distane proportionnelle à la raine arrée du rapportdes di�usivités de surfae et de volume [82℄. Des estimations faites en utili-sant des données publiées dans la littérature [85℄ montrent que ei n'est pasle as dans des onditions typiques de préipitation disontinue. Ainsi, mal-heureusement, auune des théories disponible aujourd'hui ne pourra fournirune desription quantitative de la préipitation disontinue.4.4 Digitation visqueuse dans les �uides non-newtoniensLe phénomène de digitation visqueuse se produit quand un �uide de bassevisosité est injeté dans un milieu ayant une visosité plus élevée et génèrenaturellement des strutures arborisées [86, 87, 88℄. Ce proessus fait partie,tout omme la roissane dendritique, des exemples paradigmatiques pourla formation de strutures arborisés et a été beauoup étudié [89, 90℄. Ledoigt de Sa�man-Taylor [86℄ et les strutures rami�ées plus omplexes sontmaintenant bien omprises pour la digitation dans les �uides Newtoniens. Parontre, beauoup de questions restent ouvertes sur l'in�uene de la rhéologiede �uides non-Newtoniens (par exemple : rhéo�uidi�ants, visoélastiques, ou�uides à seuil) sur la forme et la dynamique de roissane des doigts [91℄.De nombreux résultats expérimentaux montrent que selon le type de �uideutilisé et les onditions expérimentales, les morphologies observées peuventvarier de strutures de type doigt de Sa�man-Taylor à des strutures quiressemblent à des fratures [92℄.Comme souvent en physique nonlinéaire, des simulations numériques pré-ises peuvent apporter une aide déisive pour une meilleure interprétation detelles expérienes. Nous avons mis en plae un modèle de hamp de phasepour la digitation dans les �uides rhéo�uidi�ants, qui est basé sur la méthodedu hamp adveté [93, 94, 95℄. Nous l'avons d'abord testé ave suès dansle as Newtonien, pour lequel une solution exate pour le doigt de Sa�man-Taylor est disponible. Ensuite, nous avons étudié la forme et la largeur dedoigts pour divers �uides rhéo�uidi�ants : des �uides modèles ainsi que les so-50



lutions de polymères utilisés dans les expérienes d'Anke Lindner à l'ESPCI[96, 97℄. Notre modèle est apable de reproduire les résultats onnus pourles �uides ave une visosité en loi de puissane � à savoir, le doigt devientplus mine en présene de l'e�et rhéo�uidi�ant, à ause d'une �anisotropiee�etive� induite par les variations de la visosité le long du doigt [98℄ � maispermet en outre d'élargir et d'a�ner es résultats [99℄.Nous sommes atuellement en train d'étendre e modèle au as des �uidesvisoélastiques. Ce modèle sera utilisé dans le adre du projet européen MO-DIFY sur les adhésifs, qui a débuté en été 2009. Une �olle� telle qu'utiliséepour des rubans adhésifs standards est un matériau visoélastique. Le pro-essus de déollement proède par plusieurs étapes, qui peuvent être suiviesen mesurant la ourbe de la fore en fontion de la déformation : quand onommene à tirer, on trouve d'abord un régime élastique. Ensuite, la forepasse par un maximum et redesend rapidement. Cette hute orrespond àla avitation, 'est à dire à la formation de �bulles� dans le matériau, qui nepeuvent plus transmettre de fore. Ces bulles roissent ensuite et peuventformer des �gures ompliquées (de digitation ou de frature), ne laissant austade �nal que des �laments de olle ; pendant ette phase, la fore reste plusou moins onstante jusqu'à e que le matériau se rompe.Le détail de es étapes ainsi que la performane globale de l'adhésif dé-pendent évidemment des propriétés du matériau, mais jusqu'ii les onnais-sanes sont purement empiriques. Par exemple, il est onnu que les �bulles�peuvent roître dans le volume du matériau, ou plut�t se propager le long dusubstrat en forme de frature. Mais la nature des fateurs préis (propriétésdu matériau et du substrat) qui pilotent ette transition est pour l'instantune question largement ouverte. Le projet européen réunit plusieurs équipesde numériiens travaillant sur di�érentes méthodes, dans le but de mettreen plae une stratégie de modélisation multi-éhelle : dynamique moléulairepour déterminer les propriétés d'interation ave le substrat, modèles mé-sosopiques de réseaux polymériques pour déterminer la rhéologie dans levolume, et des simulations par hamp de phase et éléments �nis pour l'évo-lution de la struture omplète. La présene de groupes d'expérimentateursdans le onsortium permettra de valider les di�érentes étapes de modélisa-tion.
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Chapitre 5Projets
5.1 GénéralitésMon projet de reherhe prolonge les deux axes majeurs de mes travauxantérieurs : la quête d'une ompréhension de la genèse des formes omplexes,et le développement méthodologique des modèles de hamp de phase. Celaimplique aussi de ontinuer à travailler sur la solidi�ation, domaine danslequel je suis devenu un spéialiste internationalement reonnu, mais monbut prinipal est d'élargir les hamps d'appliation de la méthode du hampde phase, et de l'utiliser pour éluider la formation de strutures dans dessystèmes omplexes.Ce dernier terme doit être préisé. La plupart de mes travaux antérieursont onerné des systèmes simples dans le sens où le proessus de morpho-genèse était gouverné par un seul hamp de transport (essentiellement unhamp de di�usion). J'entends par systèmes omplexes dans le adre du pré-sent projet des situations où la morphogenèse implique un ouplage entre plu-sieurs e�ets physiques (et les hamps de transport assoiés). Des exemplessimples en siene des matériaux, déjà très étudiés, sont le ouplage entredi�usion et hydrodynamique en solidi�ation, ou entre di�usion et élastiitédans les transformations à l'état solide (préipitation, martensites). Mais ily a aussi des situations où des hamps életriques ou magnétiques sont àprendre en ompte, omme pour les matériaux ferroéletriques ou les ferro-�uides. Des ouplages enore plus omplexes (entre plusieurs hamps) sontfréquents, et néessitent une approhe multi-physique (pour iter un mot-léourant).Une perspetive qui me semble partiulièrement intéressante est d'étudierle r�le des fateurs physiques dans la morphogenèse du vivant. Des organesomme le poumon, l'arbre vasulaire, le rein et diverses glandes ont tous52



des formes rami�ées. Bien sûr, ette forme, résultat de l'évolution (dans lesens Darwinien), est liée à leur fontion (l'éhange de gaz ou de �uides),mais elle est aussi le résultat d'un proessus omplexe de morphogenèse austade embryonnaire. Le volume des données stokées dans le génome n'estpas assez grand pour ontenir la struture détaillée de es organes ; au lieude ela, le génome doit ontenir des �reettes� ou paramètres d'un proes-sus d'auto-organisation, en laissant aux fateurs physiques le soin d'arranger�automatiquement� les détails. En e�et, il serait véritablement étonnant quela nature n'utilise pas la apaité inhérente à la matière de s'auto-organiser.Le vivant est probablement le système omplexe ultime. Il ouple des ef-fets physiques � propagation d'information par di�usion, hydrodynamiqueet interations élastiques � à la biohimie de l'expression génétique et enzy-matique, et implique des proessus de roissane eux-mêmes omplexes (pardivision ellulaire). Néanmoins, il me semble que des avanées tehniques etoneptuelles réentes nous donnent une hane de faire des progrès dans laompréhension de l'organisation de la matière vivante ; en témoigne l'ativitéintense atuelle à la frontière physique-biologie. C'est don un volet de monativité que je souhaite développer davantage.Comme dans mes travaux antérieurs, la méthode du hamp de phasejouera un r�le entral. Dans ertains domaines, omme la solidi�ation et lestransformations à l'état solide, elle est en train de devenir �la� méthode dehoix pour des simulations à l'éhelle mésosopique, au même titre que la dy-namique moléulaire et la méthode des éléments �nis le sont déjà aux éhellesmirosopiques et marosopiques. Un grand enjeu atuel est de généraliserles modèles de hamp de phase à des situations multi-physiques. Il y a desquestions non-triviales à résoudre quant aux ouplages entre les di�érentshamps ; le développement de nouveaux modèles, ainsi que leur ouplage auxéhelles inférieures et supérieures, est don un domaine de reherhe impor-tant en soi.Je développerai plus onrètement deux projets à long terme, onernantdes phénomènes hautement omplexes, un en siene des matériaux et un enbiophysique. Pour es projets, dont la onrétisation demandera un tempslong (de l'éhelle d'une dizaine d'années), je ne peux pas fournir de plandétaillé de reherhe. Je me limiterai à l'énoné de es problèmes, e quidonnera à la fois une idée de l'évolution possible de mes sujets de reherhe,et une perspetive plus large à ertaines de mes reherhes atuelles. En e�et,quelques-uns de mes projets ourants peuvent être vus omme des �briques�à utiliser plus tard dans des problèmes plus omplexes. Pour terminer, jedonnerai un ommentaire sur les aspets tehniques liés au développementde modèles de hamp de phase. 53



5.2 Fissuration à haudLa �ssuration à haud (�hot tearing� ou �solidi�ation raking� en an-glais) se produit lors de la oulée d'alliages qui forment une importante zonepâteuse. C'est un des phénomènes qui limitent la vitesse de fabriation dansles proédés de oulée ontinue, surtout pour les alliages d'aluminium. Unezone pâteuse � zone où se mélangent solide et liquide dans une géométrieomplexe � se développe quand la solidi�ation est su�samment rapide pourengendrer des dendrites très allongées, séparées par des anaux de liquidequi sont approximativement parallèles à la diretion de solidi�ation. Prohedes pointes des dendrites, la fration volumique de solide est petite, et toutedéformation du réseau de dendrites peut être ompensée par un éoulementhydrodynamique. Au ontraire, au fond des anaux, la fration de solideest importante et le liquide résiduel est essentiellement onstitué de �bulles�disjointes. Dans ette on�guration, le solide est déjà assez onsolidé poursupporter les ontraintes méaniques réées par la ontration thermique. Parontre, à la limite entre es deux zones, où liquide et solide s'interpénètrent,des bulles de gaz peuvent émerger et donner naissane à des fratures.La nuléation de es bulles est essentiellement un proessus de avita-tion. En e�et, deux proessus tendent à faire baisser la pression dans leliquide interdendritique. Premièrement, la solidi�ation s'aompagne d'uneaugmentation de densité, et don d'une rédution de volume. Deuxièmement,le rétréissement du solide lors du refroidissement donne naissane à uneontrainte de tension sur le liquide. Quand la pression tombe sous une valeurritique, des impuretés gazeuses (hydrogène, azote et.) peuvent ségréger etformer des bulles.Ces idées ont servies pour développer des ritères empiriques qui pré-disent sous quelles onditions se forment des �ssures à haud [100℄. Mais denombreux problèmes de fond quant à la justi�ation et la préision de es ri-tères subsistent. La desription détaillée du proessus de �ssuration à haudnéessite trois ingrédients : la solidi�ation (qui s'aompagne d'un hange-ment de densité), l'hydrodynamique et l'élastiité. Clairement, il s'agit d'unsystème hautement omplexe. Plut�t que de tenter diretement une modé-lisation omplète en trois dimensions, il est préférable de mieux erner aupréalable quelques problèmes plus simples.Clairement, pour la stabilité méanique de la zone pâteuse, la formationde ponts entre dendrites est un point lé. En e�et, il est onnu que la plupartdes �ssures partent de joints de grains [101℄. Un modèle phénoménologiqueexplique pourquoi la présene d'un joint de grain retarde la formation deponts [33℄, mais e modèle suppose que la géométrie du liquide reste elled'un �lm, tandis que le milieu biphasé solide-liquide forme des strutures54



biontinues beauoup plus omplexes. Les modèles de hamp de phase desolidi�ation (sans hydrodynamique ou élastiité) peuvent être utilisés pouraratériser la transition suessive entre des dendrites déonnetées et un so-lide onneté, et pour étudier l'e�et des joints de grain. Ces données peuventservir à développer une meilleure ompréhension à la fois de la perméabilitéet des propriétés élastiques du milieu.Le prohain ingrédient est la nuléation de bulles. Cette étude néessitele ouplage entre solidi�ation, hydrodynamique et élastiité et doit se faired'abord en deux dimensions ompte tenu de la omplexité du problème. Fi-nalement, il n'est pour l'instant pas lair si la propagation de la �ssure est unproessus de �roissane� de la bulle initiale (au moins dans le stade initial),ou plut�t une frature dans le sens lassique. Pour répondre à ette question,la dynamique d'une frature dans un milieu hétérogène doit être examinée, àommener par l'interation d'une frature et d'un joint de grain. Ce travailpeut se faire par une extension relativement simple des modèles de fratureexistants [102℄, en aratérisant le joint de grain par une variation de l'éner-gie de frature et des onstantes élastiques par rapport au matériau dans levolume.5.3 Croissane du poumonBien évidemment, toute entreprise sérieuse de modélisation de phéno-mènes de roissane en biologie doit s'appuyer sur une ollaboration interdis-ipliniaire et sur des données aussi préises que possibles. Un travail réentqui a fourni des informations détaillées sur la roissane du poumon est lathèse de Mathieu Unbekandt, enadrée par Vinent Fleury (au début auPMC, puis au GMCM à l'université de Rennes), et e�etuée en ollabora-tion ave David Warburton (Children's Hospital, Los Angeles) [103, 104℄. Ila e�etué de nombreuses expérienes, in vivo et in vitro, de roissane depoumon dans les embryons de souris. Le sénario de morphogenèse qui s'endégage est le suivant.Le poumon roit à partir d'un tube simple, dont le ontour est formépar une peau, l'épithélium. Il est entouré d'un sa tissulaire, le mésenhyme.Pendant tout le proessus de morphogenèse, l'épithélium sérète un �uide àl'intérieur du poumon, qui sort par l'ouverture à la base du tube qui devien-dra ultérieurement la trahée. Cette sérétion a une fontion méanique : elleempêhe que le tube, formé de tissu mou, ne se referme. Mais elle a aussiun autre e�et : elle rée une surpression à l'intérieur du tube, et en onsé-quene un gradient de pression autour de la struture. Même si le hamp depression n'est ertainement pas Laplaien, qualitativement le même e�et se55



produit : les gradients de pression sont les plus forts aux pointes de la stru-ture. Comme il a été démontré dans la thèse de M. Unbekandt, l'expressiondes fateurs de roissane (des substanes qui délenhent la roissane del'épithélium) est ontr�lée par les gradients de pression dans le mésenhyme,et se fait don de façon préférentielle prohe des pointes de la struture ra-mi�ée. C'est l'expliation qualitative de la formation des rami�ations.L'interdépendane de fateurs physiques et biohimiques a été mis en évi-dene en manipulant le hamp de pression. Si l'ouverture de la trahée estautérisée (et don bouhée), la surpression à l'intérieur de poumon est aug-mentée, et il se forme un nombre signi�ativement plus élevé de branhes. Auontraire, si le pression est diminuée par suion, les branhes disparaissent.Par nos reherhes antérieures, nous avons déjà entre les mains de nom-breux outils qui peuvent servir pour une modélisation de e phénomène. Nosmodèles de digitation dans les milieux non-Newtoniens nous permettent dealuler des hamps de pression dans un milieu de visosité arbitraire. Le ou-plage d'un tel modèle ave des équations de réation-di�usion qui dériventla prodution et la di�usion des fateurs de roissane est sans di�ultéoneptuelle. Il reste à développer un modèle de roissane pour l'épithéliumen fontion de la onentration de fateurs de roissane. L'épithélium est unepeau qui roit par division ellulaire ; le matériau qui forme la peau s'aroîtdon, mais la peau reste apable de se déformer et de se plier. Une piste pro-metteuse pour modéliser e phénomène est de partir de modèles de hamp dephase réemment développés pour des vésiules [105℄. Les vésiules sont des�sas� de membrane dont la surfae est globalement et loalement onservée,e qui les distingue de gouttes qui n'ont qu'une ontrainte de onservation devolume. Une desription pour la roissane d'une peau pourrait être obtenueen ouplant un modèle de e type ave une loi de roissane loale pour lasurfae de la peau.5.4 Aspets tehniquesSur le plan tehnique, les projets énonés i-dessus néessitent souventde mettre en plae de nouveaux modèles de hamp de phase qui ouplentplusieurs phénomènes physiques. Cei est un des enjeux majeurs atuels dela reherhe sur les méthodes de hamp de phase. Il est en général relative-ment faile de développer de nouveaux modèles en suivant la �presriptionstandard� � érire une fontionnelle d'énergie libre et obtenir les équationsde mouvement par les prinipes variationnels. Cependant, l'exemple de lasolidi�ation montre que la performane et la préision de modèles de hampde phase peuvent être grandement améliorées par des hoix astuieux des56



fontions de ouplage entre les di�érents hamps. Ce hoix doit être guidésoit par une analyse détaillée de la physique des interfaes di�uses et de lathermodynamique des interfaes, soit par un développement asymptotiqueformel. Il peut don être antiipé que de tels aluls doivent être e�etuésdans la plupart des projets i-dessus. C'est un sujet de reherhe intéressanten soi, et on peut espérer que des prinipes généraux pour le hoix de mo-dèles de hamp de phase se dégageront d'une analyse de ette multitude dephénomènes et ouplages.Un autre dé� tehnique, qui apparaît dès qu'on veut oupler élastiité etroissane, vient du fait que les modèles de hamp de phase pour la solidi-�ation et l'hydrodynamique sont habituellement formulés en oordonnéesEulériennes (oordonnées spatiales), tandis que les modèles de hamp dephase pour la frature utilisent des oordonnées Lagrangiennes (oordonnéesmatérielles). Il est à noter qu'il ne s'agit pas uniquement d'un problème nu-mérique, mais plut�t d'un problème oneptuel : la théorie de l'élastiitépeut être formulée de façon élégante en oordonnées matérielles pare qu'onsuppose l'existene d'un état de référene (non-déformé). S'il y a roissanedans un état déformé, l'état de référene et l'état réel doivent évoluer enmême temps, et ei d'une façon ohérente. Plusieurs solutions di�érentespour e problème peuvent être envisagées : formulation de l'élastiité en o-ordonnées spatiales, utilisation de deux référentiels (et deux grilles de simu-lation) di�érents omme dans les méthodes ALE, ou utilisation d'un hampde ontraintes internes en s'inspirant de modèles de plastiité ontinus déve-loppés en méanique. Nous explorerons es di�érentes voies pour déterminerlaquelle est la mieux adaptée pour le ontexte des modèles du hamp dephase.Finalement, une perspetive intéressante qui mériterait également d'êtreexplorée davantage est l'utilisation de paramètres d'ordre tensoriels. Nousavons déjà utilisé un tenseur de rang deux (pour des ristaux liquides et�bres), mais d'autres possibilités existent. Aussi bien les tissus que les ma-tériaux omposites peuvent avoir une texture et des propriétés élastiquesfortement anisotropes, dont des hamps de phase tensoriels peuvent donnerune desription très naturelle.Pour résumer e qui préède de façon très ompate : la méthode duhamp de phase a déjà été utilisée ave suès pour de nombreux problèmessimples ; l'ambition à long terme est d'en faire un �langage de modélisation�aussi universel que possible pour l'évolution des strutures et textures dansles systèmes omplexes à l'éhelle mésosopique.
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